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Recientemente N. Greenleaf [1] publicé una demostracién algebraica de la im-
posibilidad de la ecuacion de Fermat

(1) X"+Y"+272"=0, n>3

en el anillo C[t]; es decir, mostré que (1) no posee soluciones X, Y, Z € CJt] si
requerimos que X, Y, Z sean polinomios no constantes que satisfagan (X,Y) =
(X,Z) = (Y,Z) =1, donde (P, Q) designa al méximo comun divisor de dos poli-
nomios P,Q € C[t]. Més tarde. M. B. Nathanson [3] mostré que el resultado de
Greenleaf conservaba su validez si en vez de C tomédbamos un cuerpo arbitrario K
cuya caracteristica no dividiera al exponente n que figura en la ecuacién (1). Este
resultado es el 6ptimo, como lo muestran las soluciones X (t) =t+1, Y (t) =t —1,
y Z(t) = t de la ecuacién X3+Y3+Z3 = 0 en K|[t] donde K es un cuerpo arbitrario
de caracteristica 3.

Sin embargo, hace casi un siglo, Korkine [2] dio una demostracién que, man-
teniéndose algebraica, es mucho més elemental y elegante en caracteristica 0 que
la de Greenleaf, pudiéndose incluir facilmente en un primer curso de algebra ab-
stracta. Por otra parte, en [3] , Nathanson da ademds una demostracién de que la
ecuacién de Catalan

(2) X" —vy* =1

no tiene soluciones no constantes en KJt] si n,s > 1y la caracteristica de K, no
divide estos exponentes. El objetivo de este trabajo es demostrar estos hechos
usando las ideas de Korkine, al parecer hasta hoy olvidadas.

Supongamos, pues, que (1) admite las soluciones X (t), Y (¢), Z(t) € K[t] y que
éstas satisfacen las condiciones requeridas. Sin pérdida sustancial de la generalidad,
podemos asumir que

m = grado Z(t) > grado X (t), grado Y (¢);
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pero entonces es necesario tener, por ejemplo, que m = grado Z(t) = grado Y (t)
y, por consiguiente, que grado X (t) = m — r, con > 0. Si escribimos

Y\" Z\"
— — 1=0,
(%) () +
y tomamos derivadas con respecto a t, obtenemos

(Y)”*XV-&W# (Z)“?XZ—ZX'
0=mn ———— tn X —_—;

X X2 X2 :

como la caracteristica de K , por hipétesis, no divide a n, podemos escribir
YN XY - YX)=2""YzZX - XZ').

Sostenemos ahora que XY’ — Y X’ # 0, pues de lo contrario tendriamos ZX' —
XZ' =0, y, por ende,
XX, Y|y, 7|7,

puesto que (X,Y) = (X, Z) = 1. A partir de este momento, es conveniente empezar
a distinguir cuando el cuerpo K tiene caracteristica cero o caracteristica p > 0,
donde p es un ntmero primo.

Caso 1 . K it tiene caracteristica 0. En este caso las relaciones (4) dicen
que X, Y, Z son polinomios constantes, lo cual es contrario a lo supuesto. Luego
XY —-YX'y ZX'— XZ' son polinomios no nulos. Usando que (Y, Z) =1, de (3)
resulta que

XY -YX’ X' - X7
-1 Y T yn-1

son también polinomios no nulos y que, por consiguiente,
grado Z" ™! = grado Y™ ! = m(n — 1) > grado(XY' — Y X’),grado(ZX' — XZ7') .

Como
grado (XY’ —YX'), grado (ZX'—XZ')>2m—1,

deducimos de estas desigualdades la 2m —r — 1 > m(n — 1), o, equivalentemente,
m(3—mn) > r+1 >0, la cual a su vez implica que 3 > n; esto, claramente, es
contrario al supuesto inicial n > 3.

Caso I1. K tiene caracteristica p > 0. Aqui, si XY’ — Y X’ #£ 0, continuamos
como en el caso I. Pero si XY’ —Y X’ = 0, las relaciones (4) indican que XY, Z €
K[tP]; haciendo T7 = tP, consideremos los polinomios en cuestién como elementos
de K[T1], y repitamos los argumentos anteriores, tomando ahora las derivadas con
respecto a T;. Si XY’ — Y X' #£ 0, continuamos como en el Caso I, para mostrar
que (1) no tiene soluciones en K[T1]; pero es claro que entonces X, Y, Z no pueden
ser soluciones en K|[t]. Si ocurre que XY’ — Y X’ = 0 en K|[T}], entonces, como
antes, X, Y, Z € KTy, donde To = TF, y repetimos la argumentacién anterior
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tomando esta vez las derivadas con respecto a Th. Por recurrencia, debemos llegar
a la siguiente situacién :

X,Y,Z € K[T}] ;

m_T:pku§m7p+u7

y es claro que entonces dX)/dT, = X' # 0. Pero en estas circunstancias, XY’ —
Y X’ # 0, pues de lo contrario, X | X’ (por las relaciones (4) ) y, por consiguiente,
X’ =0, ya que X no es constante. Podemos pues concluir, como en el Caso 1, que
X,Y, Z no son soluciones de (1) en K[T}], y finalmente que tampoco lo son en K[t|.

Veamos, para terminar, que la ecuacién de Catalan (2) no tiene soluciones no
constantes en K[t] si n,s > 1y la caracteristica de K no divide a estos exponentes.
En efecto, derivando (2) con respecto a t, obtenemos nX" !X’ = sY*~1Y’; como
a fortiori (X,Y) =, deducimos que X | Y’ y Y | X’ ; si estamos en caracteristica
cero, estas relaciones entranan las siguientes desigualdades

grado X (t) < grado (Y (t)) — 1,
grado Y (t) < grado (X(¢)) —1,
las cuales no subsisten simultaneamente para nimeros enteros. En caracteristica
p >0, cuando Y’ # 0, entonces también X’ # 0 y el argumento anterior sobre los
grados es aun vélido. SiY' = X' =0, X,Y € K|[T1], y recurrentemente debemos
llegar, como en el caso de la ecuacion de Fermat, a la siguiente situacion:
X, Y e K[t],
m = grado Y (t) = pFu < grado X (t) ,pfu .
Como antes, dY/dT}, # 0, pudiéndose concluir igualmente que X e Y no son solu-

ciones de (2) en K[Ty] y a fortiori en K|t].
Vale la pena mencionar que (2) tiene soluciones no constantes en C(t) si m =

s = 2, verbigracia,
t?—1 2v-1%Y
t2+1 t2+1 )

pero no si m,s > 3 [3] . Nathanson pregunta entonces si existen soluciones de la
ecuacién de Calalan en K(t) sin=2y s > 2.
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