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¡Vivan los determinantes!1
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Abstract. Determinants were developed very extensively until
matrices became popular in 1925, after which determinants were
regarded as a very small part of linear algebra. Some mathemati-
cians have actually urged that determinants should be abolished.
But determinants are a small but essential part of linear algebra.
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Resumen. El desarrollo de la teoŕıa de los determinantes tuvo un
desarrollo muy intenso hasta que las matrices se popularizaron en
1925, después de lo cual se consideró que los determinantes solo
eran una parte muy pequeña del álgebra lineal. De hecho, algunos
matemáticos han urgido su desaparición. Sin embargo, aún siguen
siendo una pequeña pero esencial parte del álgebra lineal.

Los determinantes fueron usados en 1683 por el matemático japonés
Takakasu Seki Kôwa (1642–1708) para una construir una resolvente de
un sistema de ecuaciones polinomias (véanse Mikami (1913, págs. 191–
199;1977) y IMAGE 13 (octubre 1999, pág.8)). Por su parte, en 1693,

1Publicado en IMAGE30, abril de 2003, págs, 5–9. Traducido al español por
V́ıctor S. Albis y publicado en Lecturas Matemáticas con autorización del autor
y de los editores de la revista IMAGE.
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Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646–1716) los inventó independien-
temente. Sir Thomas Muir (1844–1934) dio una magistral panorámica
de los detrminantes entre 1693 y 1920, en una serie de 5 volúmenes
publicados entre 1890 y 1930. Véase también el reciente art́ıculo de Fa-

rebrother, Jensen & Styan (2002), el cual incluye una lista de 131
libros sobre determinantes publicados en el siglo XIX y una extensa
biograf́ıa de Muir.2

Las matrices, por su parte, sólo fueron formalizadas por primera vez
en 1858 por Arthur Cayley (1821–1895) y permanecieron casi en el
anonimato hasta que el f́ısico teórico Werner Karl Heisenberg (1901–
1976) las reinventó en 1925 para usarlas en la f́ısica cuántica. La mayor
parte del trabajo sobre determinantes que revisó Muir tiene más sentido
en el lenguaje de las matrices que en el de los determinantes. De hecho,
el mismo Muir, a la edad de 87 años, en 1931, escrib́ıa que “le daba la
bienvenida a las fáciles y claras demostraciones matriciales que contras-
taban con el pesado método de 35 años atrás” [Turnbull (1934), pág.
79].

Sheldon Axler instiga con vehemencia, en su polémico art́ıculo, de
1995, titulado ¡Abajo los determinantes!, a hacer el álgebra lineal sin
el uso de los determinantes. Afirma que “los determinantes se necesi-
tan en un sólo lugar en el curŕıculo de las matemáticas de pregrado: la
fórmula del cambio de variables en las integrales múltiples”. Concordan-
temente, define el determinante de una matriz como el producto de sus
valores propios (contando multiplicidades) y procede entonces a “derivar
la fórmula del cambio de variables para integrales múltiples de manera
tal que hace que aqúı la aparición del determinante resulte natural.”

Concuerdo con Axler en que la evaluación numérica efectiva del de-
terminante de una matriz pocas veces se requiere. He escrito varios
procedimientos basados en los procedimientos del ALGOL 60 [Wilkin-

son & Reinsch (1971)] que conforman la base de la NAG Library of
Mathematical Software. Varios de estos procedimientos matriciales pro-
ducen el valor del determinante como un subproducto, pero siempre he

2Se está elaborando un número especial de la revista Linear Algebra and its Ap-
plications bajo la dirección editorial de Wayne Barrett, Samad Hedayat,

Christian Krattenhaler & Raphael Loewy.
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borrado esta caracteŕıstica de mis propias versiones, porque nunca lo he
requerido.

En 1958, cuando era consultor matemático en la English Electric Com-
pany (en Whetstone, Inglaterra), encontré a uno de los asistentes del
laboratorio de computación perforando tarjetas para un ingeniero. Los
datos consist́ıan de muchas matrices cuadradas de orden 6, cada una
de la forma A − λI para varios valores de λ. El ingeniero me contó
que pretend́ıa usarlas como subrutinas en la Biblioteca DEUCE (escrita
principalmente por James H. Wilkinson y sus colegas) para evaluar el
determinante de cada una de esas matrices, y que entonces ¡usaŕıa la
interpolación inversa para hallar los valores de λ para los cuales el de-
terminante fuese cero! Le expliqué al ingeniero, con mucho tacto, que
exist́ıan mejores maneras de atacar el problema, y lo envié a subrutinas
de la biblioeca DEUCE para calcular valores propios.

La necesidad de los determinantes

En 1963 asist́ı a un conferencia sobre álgebra lineal numérica en el
Laboratorio Nacional de F́ısica de Inglaterra. Mi colega Charles G.

Broyden hizo un vehemente llamado para eliminar a los determinantes
del álgebra lineal, y anunció que escribiŕıa un libro de texto sobre cálculos
matriciales en el cual nunca mencionaŕıa a los determinantes. Yo le
respond́ı que los determinantes necesitaban aparecer como una parte
pequeña pero esencial del álgebra lineal, y que me parećıa que un texto
como el suyo requeriŕıa por lo menos media página, en caracteres de
imprenta pequeños, sobre la teoŕıa de los determinantes. En efecto,
el texto de Broyden (1977) contiene un apéndice de 3 páginas sobre
determinantes.

Para desarrollar la teoŕıa de los determinantes sólo se necesita álgebra
elemental, y mucho de ella la pueden entender y usar los estudiantes de
secundaria. La única parte de la definición estándar de un determinante
[Aitken (1939, pág. 131)] que puede dificultarse a un estudiante de
secundaria es la clasificación como pares e impares de las permutaciones.
De hecho, esto no se demostró efectivamente sino hasta circa 1870, y en
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1871 James J. Sylvester (1814–1897) se mostraba muy complacido con
este avance de la teoŕıa.

Axler (1995) usa el lenguaje de los operadores lineales T sobre un
espacio vectorial n−dimensional complejo V . Pero yo prefiero usar el
lenguaje alternativo de las matrices cuadradas A de orden n, pues exis-
ten interesantes relaciones entre los elementos de una matriz y sus vec-
tores y valores propios. Por ejemplo, todo valor propio de A tiene su
módulo menor o igual a cualquier norma de A, y las normas por sumas
de columnas o de filas son fáciles de calcular. Además una matriz puede
manejarse numéricamente de manera directa en un computador, pero un
operador lineal debe convertirse antes en una representación matricial,
en alguna base escogida, antes de que pueda representarse en un com-
putador. Para un analista numérico, buena parte del material contenido
en el Axler (1995) le dede parecer innecesariamente abstracto, puesto
que no puede fácilmente programarse en un computador.

En su definición estándar, det(A) se calcula a partir de los elementos
de A mediante un número finito de multiplicaciones, adiciones y subs-
tracciones. De manera que si todos los elementos de A son números
enteros (o racionales, algebraicos, reales o complejos), entonces el valor
de det(A) es un número entero (o racional, algebraico, real o complejo).

En un texto reciente, Hoppensteadt & Peakin (2002) recalcan (en el
Apéndice A) que “el determinante se define de una manera complicada
que no presentaremos aqúı, [¡] pero MATLAB puede a menudo calcularlo
rápidamente”[!] Los lectores de este texto deben comprender que el
cálculo numérico de los determinantes es muy raramente deseable.

Matrices adjuntas y matrices inversas

En 1750, Gabriel Cramer (1704–1752), el de la regla de Cramer,
usó los determinantes para demostrar un teorema de suma importancia
[Muir (1906, págs. 11-14)]. En notación matricial dice aśı:

A adj(A) = adj(A)A = det(A)I , (1)

donde los elementos de la matriz adj(A) son determinantes con signo
de submatrices de A de orden n − 1. Por consiguiente, A tiene como
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inverso (a izquierda y a derecha) a

A−1 =
1

det(A)
· adj(A) (2)

a menos que det(A) = 0, en cuyo caso A no es invertible.
Luego, si todos los elementos de A son racionales (o algebraicos, reales

o complejos) y det(A) �= 0, entonces A−1 tiene sus elementos racionales
(o algebraicos, reales o complejos). Si A es unimodular, es decir, si
det(A) = ±1, entonces A−1 = ± adj(A). De modo que si todos los
elementos de A son números enteros también lo serán los de A−1 (Tee,
1972; 1994).

En mi opinión, la propiedad más importante de los determinantes es
el teorema que resulta de (1) y que dice que toda matriz cuadrada es
invertible, a menos que su determinante sea 0 [Axler (1995, Th. 9.1)].
Todo número es el determinante de una matriz, puesto que el hecho de
que el determinante tome el valor particular cero es un caso singular.
De alĺı que, con propiedad, las matrices de determinante igual a cero se
denominen singulares. Este teorema lo usó Seki en 1683 [Mikami (1913,
págs, 191-199;1977)], pero la primera demostración de que si det(A) = 0
entonces la ecuación homogénea Av = 0 tiene una solución v �= 0 la dio,
en 1851, William Spottiswoode (1825–1883) [Muir (1911, págs. 54–
58)]. ¡Muir describió el Teorema 10 de Spottiswoode como “nuevo pero
sin importancia”! Para una genealoǵıa de William Spottiswoode véase
Farebrother (1999) y para una genaloǵıa de la familia Spottiswoode

véase Farebrother & Styan (2000).
La expresión expĺıcita (2) de A−1 es útil en la teoŕıa de matrices,

pero no es eficiente para calcular la inversa de A. Más aún, muy rara
vez se necesita calcular el inverso de una matriz. De hecho, expresio-
nes matriciales que involucran inversos pueden calcularse (en aritmética
redondeada) más eficientemente usando otros algoritmos. Por ejemplo,
el complemento de Schur D − CA−1B puede evaluarse eficientemente
usando el algoritmo de Aitken [Fox (1964, págs. 75–78)].

Una clase muy importante de matrices son las matrices alternantes
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primer curso de análisis de pregrado. ¿Puede este resultado demostrarse
tan sencillamente sin determinantes?

Los valores y vectores propios de una matriz simétrica real A se calcu-
lan usando la transformación de semejanza de Householder para con-
vertir a A en una matriz simétrica tridiagonal:

T =




α1 β1

β1 α2 β2

β2 α3 β3

. . . . . . . . .

βn−3 αn−2 βn−2

βn−2 αn−1 βn−1

βn−1 αn




Sin pérdida sustancial de la generalidad, podemos tomar todos los βj

distintos de cero, pues si algún βj = 0 entonces T se escinde (después
de la columna y la fila j−ésima) en una suma directa de submatrices
tridiagonales, y los valores propios de cada una de estas submatrices
pueden hallarse independientemente de las otras. Desarrollando el de-
terminante de la submatriz T−xI que consiste de las filas columnas de la
primera a la j−ésima, por la j−ésima columna, obtenemos su polinomio
caracteŕıstico usando la siguiente relación de recurrencia:

pj(x) = (αj − x)pn−1(x) − β2
j−1pj−2(x) ; j = 2, . . . , n ,

donde p0(x) = 1, p1(x) = α1 − x y pn(x) es el polinomio caracteŕıstico
de T. La anterior relación de recurrencia muestra que la sucesión p0(x),
p1(x), . . . , pn(x) es una sucesión de Sturm, cuyos cambios de signo dan el
número de valores prop̀ıos menores que x. Por consiguiente, los valores
propios de T pueden hallarse por un método de bisección, lo cual es un
método útil, práctico y confiable para calcular los valores y los vectores
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propios de una matriz simétrica real A. ¿Podŕıa hacerse esto de manera
sencilla sin el uso de los determinantes?

Resultantes polinomias

La resultante de dos o más polinomios (que es igual a cero si, y sólo
si, los polinomios tienen un cero común) se expresa más fácilmente como
un determinante. Por ejemplo, los dos polinomios

p(x) = ax3 + bx2 + cx + d ,

q(x) = ex4 + fx3 + gx2 + hx + i

tienen un cero común si, y sólo si, la resultante R(p, q) = 0, donde
R(p, q) es el determinante de la matriz

R =




0 0 0 a b c d
0 0 a b c d 0
0 a b c d 0 0
a b c d 0 0 0
0 0 e f g h i
0 e f g h i 0
e f g h i 0 0




La matriz R tiene un patrón claramente comprensible, mientras que la
forma expĺıcita del determinante R(p, q) tiene centenares de términos,
que no tienen un patrón claro. La definición alternativa de R(p, q) como
el producto de los cuadrados de las diferencias entre los ceros de p y
q no da indicación alguna sobre la naturaleza de los coeficientes del
desarrollo del producto que representa a R(p, q). Pero su definición
como determinante muestra inmediatamente que si los coeficientes de
p y q son números enteros (reales, atc.), también lo son entonces los
coeficientes de R(p, q).

El teorema de Cayley–Hamilton

Sea P el polimomio caracteŕıstico de la matriz cuadrada A. El co-
nocido teorema de Cayley–Hamilton dice que P (A) = 0. La demostra-
ción que da Axler usa una larga sucesión de teoremas sobre operado-
res lineales, que muchos estudiantes de pregrado pueden considerarlos
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muy dif́ıciles. Pero el teorema de Cayley–Hamilton puede demostrarse
muy sencillamente usando determinantes (véase, por ejemplo, Faddeeva

(1959), págs. 154–155).
Definimos

B = adj(A − λI) , (12)

de modo que cada elemento de B es el determinante con signo de una
submatriz (de orden n−1) de A−λI y, por lo tanto, es un polinomio en
λ de grado −1 o menor. Aśı, la Matriz B puede escribirse en la forma

B = Bn−1 + Bn−2λ + · · · + B0λ
n−1 , (13)

donde las matrices Bn−1, Bn−2, . . . , B0 no dependen de λ. De (1)
resulta

(Bn−1+Bn−2λ + · · · + B0λ
n−1)(A− λI)

= B(A− λI) = det(A− λI)I

= (−1)n(λn − c1λ
n−1 − c2λ

n−2 · · · − cn)I .

Igualando los coeficientes (matrices) de λ a ambos lados (lo cual pue-
de hacerse elemento por elemento), encontramos un sistema de n + 1
ecuaciones matriciales

−B0 = (−1)nI

B0A− B1 = (−1)n+1c1I
· · · · · ·

Bn−2A − Bn−1 = (−1)n−1cn−1I

Bn−1A = (−1)n+1cnI

Premultiplicando estas ecuaciones por An, An−1, An−2, . . . , A, I, ob-
tenemos la siguiente ecuación polinomia de matrices:

0 = (−1)n(An − c1An−1 − c2An−2 − · · · − cnI) = P (A) ,

donde P es el polinomio caracteŕıstico de A, tal como se ha definido en
(6).

La demostración con determinantes del teorema de Cayley-Hamilton
es mucho más sencilla que la demostración de Axler de su Teorema 5.1,
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pues solamente usa álgebra elemental, y ni siquiera requiere del teorema
fundamental del álgebra. Axler desarrolla la teoŕıa de vectores pro-
pios, polinomio mı́nimo, forma canónica de Jordan y bases orotogonales
generalizados, para demostrar que el álgebra lineal puede hacerse sin
determinantes. Pero varios textos, incluyendo los de Faddeeva (1950)
y Faddeev & Faddeeva (1963), usan los determinantes para estable-
cer resultados básicos sobre inversión, singularidad, polinomios carac-
teŕısticos, valores y vectores propios y el teorema de Cayley-Hamilton
como lo hemos hecho arriba y a partir de alĺı desarrollan el álgebra lineal
con poco o ningún uso expĺıcito de los determinantes.

Aunque Axler reconoce que los determinantes tiene uso en las ma-
temáticas en el ámbito de la investigación, concluye, sin embargo, su
art́ıculo con la consigna ¡Abajo los determinantes!. Pero aqúı hemos
demostrado que muchas partes significativas de la matemática de pre-
grado requieren ciertamente del uso de los determinantes. Por lo tanto,
decimos ¡Arriba los determinantes!
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