
ANÁLOGOS EN Fq[X ] DE CONJETURAS

FAMOSAS DE LA TEORÍA DE LOS NÚMEROS
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Se discuten las conjeturas de Goldbach, Fermat, Catalan, Riemann (hipótesis), Weil,
Artin (sobre ráıces primitivas) y Borevich y Shafarevich (sobre la serie de Poincaré de un
polinomio de coeficientes p−ádicos). Para las mismas se formulan análogos más fácilmente
demostrables mediante la substitución del anillo Z de los números enteros por el anillo Fq[X]
de los polinomios en la indeterminada X y coeficientes en un cuerpo finito Fq de q elementos.
Se proporcionan datos históricos y se señalan algunas posibildades de investigación adicional.

Introducción

Uno de los campos de la matemática que ha atráıdo
nuestra atención en los últimos años es la teoŕıa
aritmética de polinomios. Esta teoŕıa es el análogo de
la teoŕıa de los números, cuando sustituimos el anillo Z
de los números enteros por el anillo Fq[X] de los po-
linomios en la indeterminada X y coeficientes en un
cuerpo finito Fq de q elementos. La analoǵıa se basa
en el hecho de que tanto Z como Fq[X] son dominios
eucĺıdeos y, por tanto, no sólo dominios principales sino
también dominios factoriales (o, si se prefiere, dominios
con factorización única en irreducibles), cuyas propieda-
des aritmáticas básicas (en especial las de divisibilidad)

comparten con Z. Es, pues, natural pretender estudiar
la aritmética de Fq[X] examinando los análogos (cuando
tienen sentido) de los resultados o conjeturas formula-
dos en Z. En general, los análogos en Fq[X] pueden
demostrarse con mayor facilidad; y, cuando de conjetu-
ras se trata, muchas han encontrado comprobación en
Fq[X] sin que lo propio, hasta el momento, haya sucedi-
do en Z. Nuestro propósito en este trabajo divulgativo

es precisamente formular los análogos en Fq[X] de las
siguientes conjeturas famosas:

a) Conjetura de Goldbach,
b) Conjetura de Fermat,
c) Conjetura de Catalan,
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d) Conjetura de Riemann,
e) Conjetura de Artin sobre las ráıces primitivas,
f) Conjetura de Borevich-Shafarevich sobre la serie

de Poincaré de un polinomio de coeficientes p-
ádicos.

acompañados de algo de historia y discusión, señalando
de paso algunas posibilidades de investigación adicional.

En la primera sección establecemos las notaciones y
algunos resultados necesarios para la comprensión de las
secciones subsiguientes. Las correspondientes demostra-
ciones se pueden hallar sistematizadas en nuestro traba-
jo [3].

§1. Algunos resultados preliminares

En las secciones subsiguientes supondremos que el
lector está familiarizado no sólo con las propiedades
generales de los anillos de polinomios A[X], donde A
es un anillo conmutativo unitario (en particular, un
cuerpo conmutativo), sino también con la teoŕıa de los
números p-ádicos y las extensiones de cuerpos conmuta-
tivos. Aqúı tan sólo recordaremos expĺıcitamente algu-
nos resultados especiales en el anillo Fq[X] que usaremos
principalmente en la segunda sección.

Sea h(X) = εp1(X)e1 · · · pr(X)er , donde ε ∈ F∗
q =

Fq � {0}, los pi(X) (1 ≤ i ≤ r) son polinomios irre-
ducibles de Fq[X] y ei ≥ 1, la descomposición canónica
de h(X) en factores irreducibles. Si (h(X)) es el ideal
generado por h(X) en Fq[X], sabemos que subsiste el
siguiente análogo del teorema chino de los restos:

Fq[X]/(h(X)) ≈

r∏
i=1

Fq[X]/(pi(X)ei) , (1.1)

y que, además,

[Fq[X]/(h(X))]∗ ≈

r∏
i=1

[Fq[X]/(pi(X)ei)]∗ . (1.2)

Por tanto, como en el caso de Z, podemos restringirnos
a estudiar sólo los anillos residuales de la forma

Fq[X]/(p(X)e) , e ≥ 1 ,

donde p(X) es un polinomio irreducible de Fq[X]. Si el

coeficiente superior o director de un polinomio es igual
a 1, diremos que el polinomio es unitario (o mónico);
al conjunto de todos los polinomios unitarios de Fq[X],
lo designaremos con M(q; X), y al conjunto de todos los
polinomios unitarios irreducibles con P(q; X). Con estas
notaciones, el teorema fundamental de la descomposi-
ción en factores irreducibles puede expresarse diciendo

que M(q; X) es el monoide abeliano libre generado por
P(q; X).

Si ∂h(X) = ∂h designa al grado del polinomio h(X) ∈
Fq[X], el número |h(X)| = |h| = q∂h(X) se llama su nor-
ma. Podemos, pues, enunciar las siguientes proposicio-
nes:

Proposición 1.1 Si h(X), p(X) ∈ Fq[X] y p(X) es irre-
ducible, entonces:

a) card(Fq[X]/(h(X))) = |h(X)|;
b) card([Fq[X]/(p(X)e)]∗) = (|p| − 1)|p|e−1, (e ≥ 1)

c) card
(
[Fq[X]/(h(X))]∗

)
= |h|∏p∈P(q;X)

p|h

(
1 − 1

|p|
)

donde card(E) designa al cardinal de un conjunto E.

La función ϕ(h) = ϕ(h(X)) se llama, por analoǵıa
con el caso del anillo Z, la función indicatriz de Euler.

El siguiente resultado se debe a Gauss:

Proposición 1.2 El número de polinomios irreducibls
unitarios de grado r en Fq[X] está dado por

1
r

∑
d|r

µ(d)qr/d ,

donde µ es la función de Möbius del anillo Z.

§2. La conjetura de Goldbach

El problema que encierra la llamada conjetura de
Goldbach en la teoŕıa de los números, apareción en
1742 en la correspondencia que aquél sostuvo con Eu-

ler. Esta hipótesis es originalmente la siguiente:

Todo número entero, mayor que 3, puede expresarse en
forma de una suma de no más de tres números primos.

Todo parece indicar que Goldbach llegó
experimentalmente a su conjetura utilizando una larga
tabla, cuyos primeros términos presentamos a continua-
ción.

4 = 2 + 2 9 = 2 + 7 = 3 + 2 + 5
5 = 2 + 3 10 = 5 + 5 = 3 + 7
6 = 3 + 3 11 = 2 + 2 + 7 = 3 + 3 + 5

7 = 2 + 5 = 2 + 2 + 3 12 = 5 + 7
8 = 3 + 5 13 = 3 + 3 + 7

14 = 7 + 7 etc. ,

Huelga decir que Euler no pudo validarla o invalidar-
la, y todos los intentos en este sentido hechos antes del
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siglo XX resultaron fallidos. Observemos en la tabla an-
terior que los impares, a partir de 7, parecen admitir a
lo menos una expresión de tres primos, y los pares sólo
de dos. Esto condujo a I. M. Vinográdov, en 1937
[37], a demostrar que todo número impar, mayor que
cierto N0 (la llamada constante de Vinográdov), se ex-
presa en forma de una suma de no más de tres primos.
También demostró que el número P(n; 3) de expresiones
del número impar n > 0 en forma de una una suma de
tres números primos: n = p1 + p2 + p3, pi ∈ P, donde
P designa al conjunto de todos los números primos, es
decir, el número de soluciones de la ecuación diofántica
n = x1 + x2 + x3 en el conjunto P, se expresa por la
fórmula asintótica

P(n; 3) =
n2

2 log3(n)
S(n) + O

(
n2

(log n)3,5−ε

)
,

donde S(n) > 0, 6 y ε > 0 es un número arbitrariamen-
te pequeño. También se ha demostrado que N0 <
exp(exp 16, 038)). En virtud de lo anterior, podemos
restringirnos a los enteros pares y enunciar entonces lo
que queda de la conjetura aśı:

Si P∗ designa al conjunto de los números primos impa-
res, entonces P∗(n; 2) ≥ 1 si n es un número par > 4,
donde P∗(n; 2) es el número de soluciones de n = x1+x2

con x1, x2 ∈ P∗.

Para esta última hipótesis, en 1966, Cheng Jing-

run [12] demostró que todo número par suficientemen-
te grande es la suma de un primo y de un número que
no tiene más de dos factores primos distintos. Es claro
que hasta ahora el problema de Goldbach, a pesar de
los resultados anteriores, no tiene todav́ıa una solución
numérica definitiva. La evidencia numérica alcanzada
por las computadoras de alta velocidad, usando algorit-
mos rápidos, sigue, empero, evidenciando que la conje-
tura tiene muchas posibilidades de ser válida.

El problema de Goldbach pertenece a la categoŕıa de
los problemas que en teoŕıa de los números suelen deno-
minarse problemas aditivos, cuya caracterización general
es la siguiente: Dado un subconjunto A de Z, ¿puede un
elemento arbitrario de Z escribirse como la suma de k
elementos de A, donde k es menor o igual a un número
prefijado m?

Nuestro análogo en Fq[X] de la conjetura de Gold-
bach, encuentra las siguientes respuestas:

Proposición 2.1 Si h(X) ∈ Fq[X] es un polinomio de
grado h y q � h, entonces h(X) es la suma de dos po-
linomios irreducibles de grado h + 1.

En efecto, sabemos (proposición 1.2) que el número
de polinomios unitarios irreducibles de grado h + 1 está
dado por

1
h + 1

∑
d|(h+1)

µ(d)q(h+1)d =
qh+1

h + 1
+ O

(
q(h+1)/2

h + 1

)

(cuando q → ∞). Por otra parte, el número de clases
de equivalencia mód h(X) está dado por

1 + q + · · · + qh−1 < hqh−1 <
qh+1

h + 1
,

si q � h, pues en tal caso h(h + 1) < q2. Lue-
go, en por lo menos una clase módulo h(X) hay dos
irreducibles unitarios distintos, p1(X), p2(X), de gra-
do h + 1. Es decir, p1(X) − p2(X) = h(X)a(X),
para algún polinomio no nulo a(X) en Fq[X]. Pero
h + ∂a(X) = ∂[p1(X) − p2(X)] ≤ h, lo que obliga a
que ∂a(X) = 0, es decir, a(X) = α−1 ∈ F∗

q . Luego
h(X) = αp1(X) − αp2(X).

Esta respresentación no es, en general, única. Por
ejemplo, en F3[X] los polinomios irreducibles

p1(X) = X3 + 2X + 1, p2(X) = X3 + 2X2 + 2,

p3(X) = X3 + 2X + 2, p4(X) = X3 + X2 + X + 1,

En el mismo trabajo [20], Hayes establece el siguien-
te análogo de la fórmula asintótica de Vinográdov:

Proposición 2.2 Sea h(X) un polinomio unitario de
grado h y designemos con N al número de parejas
(p1(X), p2(X)) de polinomios irreducibles de grado h+1
que cumplen p1(X) ≡ p2(X) (mód h(X)), con p1(X) �=
p2(X). Si una de las dos condiciones siguientes se cum-
ple:

(a) h(X) no admite factores cuadráticos.

(b) h + 1 no es divisible por la cracteŕıstica de Fq,

entonces

N =
q2(h+1)

(h + 1)2ϕ(h(X))
+ O

(
qh+1

)
,

cuando q → ∞.

Omitimos, para no alargar nuestra exposición, la de-
mostración de este último resultado (véanse [20] y [21]).

Pero, ¿a qué equivalen las nociones de par e impar
en Fq[X]? Se ha encontrado conveniente proponer lo
siguiente: si q > 2, todo polinomio h(X) en Fq[X] es
simultáneamente par e impar; si q = 2, h(X) se dice par
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si es divisble por el polinomio X(X + 1), e impar en ca-
so contrario. Con estas convenciones, Car [9] y Hayes

[22] han demostrado lo siguiente:

Proposición 2.3 Todo polinomio impar de grado h se
puede expresar como una suma h(X) = p1(X)+p2(X)+
p3(X) de polinomios irreducibles de grado a lo sumo h,
si h es sufientemente grande.

Por su parte, Car [10] ha demostrado el siguiente
análogo del teorema de Cheng Jing-run:

Proposición 2.4 Todo polinomio par h(X) en Fq[X],
de grado h suficientemente grande. puede expresarse
como una suma h(X) = p(X) + q(X), donde p(X) es
un polinomio irreducible de grado a lo sumo h y q(X)
es un polinomio irreducible o el producto de dos poli-
nomios irreducibles. Además. si G(h) es el número de
tales expresiones, entonces

G(h) ≥ (0, 33)
2h+1

h2
N(h)ϕ(h)−1

∏
p(X)�h(X))

p(X)∈P(q;X)

(
1 − 1

ϕ(h)2

)
.

Recientemente, Webb [39], usando un análogo de la
criba de A. Selberg en Fq[X], ha demostrado lo si-
guiente:

Proposición 2.5 Sea h(X) en Fq[X] un polinomio de
grado h. Sea N(h + 1; h(X)) el número de polino-
mios primos y unitarios de grado h + 1 para los cuales
p(X) + h(X) es irreducible. Entonces

N(h + 1; h(X)) ≤ C
qh+1

(h + 1)2
,

donde C es una constante. Además N(h + 1; h(X)) =
s+ número de irreducibles unitarios p(X) tales que
h(X) + p(X) es irreducible y ∂p(X) ≤ h/2, donde s
es el cardinal del “resultado de la criba”.

Poseemos evidencias de que posiblemente N(h +
1; h(X)) > 0, con lo cual la condición q � h parece
no ser necesaria en la proposición 2.1.

§3. Las conjeturas de Fermat y Catalan

La famosa conjetura de Fermat sobre la inexistencia
de soluciones enteras de la ecuación

xn + yn − zn = 0, (x, y) = (x, z) = (y, z) = 1 , (3.1)

si n ≥ 3, es muy conocida. Los esfuerzos hechos por
demostrarla han generado una enorme cantidad de ex-
celente matemática, lo que por śı solo bastaŕıa para jus-
tificarlos. A los interesados en conocer detalles de estos
esfuerzos recomendamos vehementemente la lectura del

erudito libro de Ribenboim [32]. Menos conocida es la
siguiente conjetura de Catalan [11]:

Las únicas potencias consecutivas enteras son 8 y 9.

Es decir,la única solución en enteros x, y, m, n, ma-
yores que 1, de la ecuación

xm − yn = 1 (3.2)

está dada por x = n = 3 é y = m = 2. La ecuación
(3.2) es un caso particular de la llamada conjetura de
Cassels-Catalan:

Para enteros fijos a, b y c, distintos de cero, la ecua-
ción

axm + byn = c (3.3)

tiene sólo un úmero finito de soluciones enteras x, y, m,
n que satisfacen m ≥ 3, n, |x|, |y| ≥ 2,

pues basta tomar a = −b = c = 1. En 1976, Tij-

deman [36] demostró que en este caso la conjetura de
Cassels-Catalan es correcta; es decir, si existen poten-
cias consecutivas de números enteros, éstas aparecen en
número finito, sin que aún podamos decidir si 8 y 9 sean
las únicas.

El estudio de estas ecuaciones en los anillos de po-
linomios se puede realizar sin suponer de entrada que
los coeficientes estén en un cuerpo finito Fq. Es de-
cir, podemios estudiar solciones en K[X], donde K es
en principio un cuerpo arbitrario. En efecto, en 1789
Liouville [30] demostró que si x(X), y(X) y z(X) son
polinomios no constantes de coeficientes en el cuerpo C
de los números complejos, que cumplen las condiciones
(x(X), y(X)) = (x(X), z(X)) = (y(X), z(X)) = 1, en-
tonces no pueden satisfacer la ecuación (3.1) si n ≥ 3.
Dicho de otra manera, la conjetura de Fermat es válida
en el anillo C[X] si exclúımos las múltiples soluciones
constantes de (3.1). En en 1880, Korkine [29] dio una
demostración algebraica más elegante del resultado de
Liouville, quien hab́ıa utilizado la teoŕıa de funciones
de variables complejas. El problema lo retoma casi un
siglo después, en 1969, Greenleaf [17], quien da una
nueva demostración elemental utilizando ideas básicas
de la teoŕıa de las ecuaciones algebraicas (al parecer
Greenleaf desconoćıa el trabajo de Korkine). Un
poco más tarde, en 1974, Natanson anota que la de-
mostración de Greenleaf continúa siendo válida en un
cuerpo de caracteŕıstica � > 0 siempre y cuando � � n
(esta condición es importante por razones de separabi-
lidad), pues x(X) = X + 1, y(X) = X − 1 y z(X) = X
son soluciones de (3.1) en K[X] si n = 3 y K es un cuer-
po de caracteŕıstica 3. En el mismo trabajo, Natanson
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demuestra que la conjetura de Catalan es correcta en
K[X] si la caracteŕıstica � de K no divide a mn; más
precisamente, si � � mn la ecuación (3.2) no tiene so-
luciones no constantes en K[X]. Más recientemente,
Ribenboim [33] generaliza el resultado de Natanson a
una clase más amplia de ecuaciones.

Para beneficio del lector, daremos aqúı las demostra-
ciones de los resultados de Greenleaf y Ribenboim,
obteniendo de contera el de Natanson.

Proposición 3.1 (Greenleaf)Sea K un cuerpo de ca-
racteŕıstica � > 0. Si � � n y n > 2, entonces no existen
x(X), y(X), z(X) ∈ K[X], no constantes, que satisfac-
gan (3.1). Es decir, las únicas soluciones posibles de la
ecuación de Fermat en K[X] son polinomios constantes.

Demostración. Supongamos que (3.1) tenga solucio-
nes en K[X] y que K sea algebraicamente cerrado. To-
memos entonces x(X), y(X) y z(X) n forma tal que
r = máx {∂x(X), ∂y(X), ∂z(X)} sea mı́nimo. Sea ζ
una ráız primitiva n-ésima de 1, la cual pertenece a K
puesto que � � n. Bajo estas condiciones, (3.1) puede
escribirse asíı:

x(X)n =
n−1∏
k=0

[
z(X) − ζky(X)

]
(3.4)

en K[X]. Como z(X) é y(X) son primos entre śı, los
polinomios z(X) − y(X), z(X) − ζy(X), · · · , z(X) −
ζn−1y(X), son primos entre śı dos a dos (esto es de
fácil verificación). De aqúı resulta, usando la factoria-
lidad de K[X], que z(X) − ζky(X) = gk(X)n, donde
gk(X) ∈ K[X]. Consideremos ahora el K-espacio vec-
torial generado por z(X) é y(X), el cual tiene dimensión
2. Es claro entonces que z(X) − y(X), z(X) − ζy(X),
z(X)− ζ2y(X pertenecen a este subespacio. Por tanto,
son linealmente dependientes sobre K. Luego existen
α0, α1, α2 en K, no todos nulos, tales que

α0g0(X)n + α1g1(X)n = α2g2(X)n .

Ahora bien, como K es algebraicamente cerrado exis-
ten β0, β1, β2 en K tales que αi = βn

i (i = 0, 1, 2).
Luego (3.1) tiene una solución β0g0(X), β1g1(X),
β2g2(X) en K[X], polinomios primos entre śı, tales que
máx {∂βigi(X)} ≤ r

n
< r, lo que contradice la mini-

malidad de r. Supongamos finalmente que K no sea
algebraicamente cerrado y consideremos su clausura al-
gebraica K̂. Entonces si x(X), y(X) y z(X) en K[X]
satisfacen (3.1), también la satisfacen en K̂[X]. Luego
x(X), y(X), z(X) ∈ K̂. Pero K̂ ∩ K[X] = K. ��

Proposición 3.2 (Ribenboim) Sean m, n > 2, � � mn.
Si x(X), y(X) ∈ K[X] satisfacen y(X)n = P (x(X)),
donde P (t) ∈ K[t] es un polinomio de grado m y ráıces
distintas, entonces x(X) é y(X) pertenecen a K.

Demostración. Como en la proposición anterior, po-
demos suponer que K es algebraicamente cerrado, sin
perdr sustancialmente la generalidad. Demostremos
ahora que si x(X) ∈ K entonces y(X) ∈ K. En efecto,
si x(X) ∈ K, entonces y(X)n = c ∈ K; como K es alge-
braicamente cerrado, existe d ∈ K tal que dn = c. Pero
� � n, de modo que K contiene las ráıces n-ésimas de la
unidad y, por consiguiente,

[y(X) − d][y(X) − ζd] · · · [y(X) − ζn−1d] = 0 .

Esto obliga a que y(X) ∈ K. Rećıprocamente, si
y(X) ∈ K y Q(t) = P (t) − y(X)n ∈ K[t], entonces
x(X) es una ráız de Q(t). Como K es algebraicamente
cerrado, x(X) ∈ K. Sea ahora

P (t) = a0t
m + a1t

m−1 + · · · + am = a0

m∏
i01

(t − ri) ,

donde ai, ri ∈ K (i = 1, · · · , m), todos los ri son dis-
tintos y a0 ∈ K, a0 �= 0. Sean x = x1/x0, y = y1/y0,
con x0, x1, y0, y1 ∈ K[X] y supongamos, además, que
(x0, x1) = (y0, y1) = 1. Entonces

ym
1 xm

0 = (x0, a0x
m
0 + · · · + am

0 xm
0 )yn

o .

Como
(x, a0x

m
0 + · · · + am

0 xm
0 ) = 1 ,

resulta
yn
0 = hxm

0 donde h ∈ K[X]

De (y0, y1) = 1 se obtiene:

a0x
m
0 + · · · + am

0 xm
0 = h′yn

1 xm
0 ,

donde h′ ∈ K[X]. Por tanto, hh′ = 1 y necesariamente
h, h′ ∈ K[X]. Sea d ∈ K tal que dn = h′; entonces, de
(3.5):

(dy1)n = a0

m∏
i=1

(x1 − rix0) .

Como las ráıces ri son todas distintas, los polinomios
x1 − rix0 son primos dos a dos. Luego, como K[X]
es factorial, cada x1 − rix0 es una potencia n-ésima en
K[X]:

x1 − rix0 = hn
i (i = 1, · · · , m), hi ∈ K[X] .

Dado que § ≥ 3, los elementos x1 − r1x0, x1 − r2x0,
x1 − r3x0 son K-linelamente independientes en el K-
espacio generado por x0 y x1 en K[X], el cual tiene
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dimensión 2. Por tanto, existen bi ∈ K (i = 1, 2, 3), no
todos nulos, tales que

0 = b1(x1 − r1x0) + b2(x1 − r2x0) + b3(x1 − r3x0)

= b1h
n
1 + b2h

n
2 + b3h

n
3 .

Más aún, todos los bi son distintos de cero, pues
(x0, x1) = 1. Sean, pues, ci ∈ K tales que ci = bi

(i = 1, 2, 3), de modo que

(c1h1)n + (c2h2)n + (c3h3)n = 0 .

Por la proposición 3.1, h1, h2, h3 ∈ K. Usando ahora
la observación hecha al comienzo de la demostración,
vemos que hn

i = x1 − rix0 implica que x1 − rix0 ∈ K
(i = 1, 2, 3). Esto implica a su vez que (r1 − r2)x0 ∈ K
y, en consecuencia, que x0 y x1 pertenecen a K, lo cual
es contrario a la hipótesis.

Proposición 3.3. (Natanson) La ecuación (3.2) no
tiene soluciones no constantes en K[X] si m, n ≥ 2 y
� � mn.

Demostración. Tomemos P (t) = tn − 1, � � mn. Si
m, n ≥ 2, apliquemos la proposición 3.2. Si m = 2 y
n > 2, tenemos yn = x2 − 1 = (−1)(x + 1). Como
x − 1, x + 1) = 1, existen h, k ∈ K[X], (h, k) = 1, tales
que x + 1 = hn, x − 1 = kn. Entonces hn − kn = 2,
de donde ((21/n)n) + kn + ((−1)1/n)nh)n, lo que produ-
ce una solución no constante de la ecuación de Fermat,
contrariamente a la proposición 3.1. De manera seme-
jante se procede en los casos m > 2 y n = 2 (� � 2).
Observemos finalmente que si m = n = 2 y x, y ∈ K[X]
satisfacen 1 = (x − y)(x + y) = x2 − y2, entonces tanto
x− y como x + y pertenecen a K y, por consiguiente, x
é y también pertenecen a K.

Volvamos ahora a la conjetura de Cassels-Catalan en
K(X), empezando por observar que si m = n = 2, la
ecuación (3.2) admite soluciones no constantes en K(X):

(
x2 − 1
x2 + 1

)2

−
(

2
√−1x

x2 + 1

)2

= 1 ,

si
√−1 ∈ K, aunque no las admita en K[X]. Por otra

parte, usando el resultado de Ribenboim, la ecuación
(3.3) no admite soluciones no constantes en K(X) si
m, n > 2 y � � mn. Todo esto conduce a preguntarnos
qué sucede con la conjetura de Cassels-Catalan en una
extensión algebraica finita L de K(X), o lo que es casi lo
mismo en el cuerpo de funciones de una variedad proyec-
tiva regular (no singular). La respuesta a esta pregunta
la da el siguiente resultado de Silverman [35]:

Proposición 3.4. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica �
(posiblemente con � = 0), y sea L/K el cuerpo de fun-
ciones de una variedad proyectiva regular. Fijemos a, b,
c ∈ L∗.

Entonces sólo hay número finito de parejas de enteros
m, n ≥ 2 (primos con � si � �= 0) para las cuales la ecua-
ción (3.3) tiene siquiera una única solución no cosntante
x, y ∈ L, x, y /∈ K.

Además, para cualquier par particular (m, n) de éstos
sólo habrá un número finito de soluciones x, y ∈ K,
a menos que: (i) a/c sea una potencia m-ésima y b/c

una potencia n-ésima en L, en cuyo caso pueden exis-
tir infinitas soluciones (x, y) = (α(a/c)1/m, β(b/c)1/n)
con α, β ∈ K que cumplen αm + βn = 1; o (ii)

(m, n) ∈ {(2, 2), (2, 3), (3, 2), (2, 4), (4, 2), (3, 3)}, en cu-
yo caso la ecuación de Cassels-Catalan define una curva
de género 0 ó 1 sobre L.

De modo que las soluciones no constantes de (3.3),
con m, n > 2, sólo pueden aparecer si L/K(X) es una
extensión propia de K(X). Seŕıa muy interesante estu-
diar tanto (3.3) como (3.2) en los cuerpos cuadráticos de
funciones algebraicas sobre K = Fq, cuya estructura es
bien conocida desde Artin [5], en el sentido de precisar
en el resultado de Silverman la forma de sus soluciones
y su cantidad.

§4. La hipótesis de Riemann y las conjeturas de
Weil

En un art́ıculo trascendental de ocho páginas, Ueber
die Anzahl der Primzahlen unter eine gegebenen Grösse
[34], Riemann introduce la función de variable compleja

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

=
∏

p primo

(
1 − p−s

)−1
,

que converge absoluta y uniformemente si �(z) > 1,
para intentar “calcular” el número π(x) de primos me-
nores que x mediante una “fórmula anaĺıtica” que no
vamos a discutit aqúı. La importancia del art́ıculo de
Riemann no estriba tanto en sus resultados como en
los métodos que inaugura, los que en manos de Ha-

damard, von Mangoldt y de la Vallée-Poussin,
por ejemplo, condujeron a demostraciones correctas de
la fórmula de Riemann para π(x) y del llamado teore-
ma de los números primos. Las personas interesadas
en obtener más detalles sobre este trabajo de Riemann

pueden hojear el interesante libro de H. M. Edwards

[14].
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La función ζ(s) puede prolongarse anaĺıticamente a
todo el plano complejo, con excepción del polo s = 1,
usando una ecuación funcional, dada por Riemann, en
la cual interviene la función factorial Γ(s). Al estudiar
los ceros de la función ζ(s) (ver, para detalles, [14] y
[34]), Riemann concluye que es “muy probable” que los
siguiente sea cierto:

Todos los ceros de ζ(s) están en la recta �(s) = 1/2.

Esta es la famosa hipótesis de Riemann, incluida por
Hilbert [24] en su célebre lista de problemas de 1900.
Hasta hoy nadie ha podido demostrarla o invalidarla,
aunque sabemos [18], por ejemplo, que existen números
complejos s = 1

2 + it que satisfacen ζ( 1
2 + it) = 0 y que

su cantidad es infinita.

Cuando trasladamos el problema al anillo Fq[X], ob-
tenemos el siguiente análogo de la función ζ de Riemann:

ζ∗(s) =
∑

a∈M(q;X)

|a|s =
∞∑

k=0

[ ∑
∂a=k

1

]
q−ks ,

de donde

ζ∗(s) =
∞∑

k=0

q−k(s−1 =
(
1 − q1−s

)−1
. (4.1)

Claramente la serie en (4.1) converge absoluta y unifor-
memente si �(s) > 1 y define aśı una función anáıtica
en este semiplano. Pero 1/(1 − q1−s) es una función
meromorfa en C con un único polo en s = 1 (pues
ĺıms→1+(1−q1−s)−1 = +∞), de modo que ζ∗(s) admite
como prolongación anaĺıtica a la función (1 − q1−s)−1.
Para tener en cuenta la llamada “valuación en ∞”, se
acostumbra definir la función zeta de Fq(X) por la ecua-
ción:

ζ(s, Fq(X)) = (1 − q−s)(1 − q1−s)−1 ,

la cual evidentemente no posee ceros y satisface entonces
trivialmente la hipótesis de Riemann, lo que de por śı no
es muy interesante. Sin embargo, sin en vez de Fq(X)
tomamos una extensión finita L de Fq(X), es decir, un
cuerpo aritmético de funciones algebraicas, la situación
tiene otro cariz. En efecto, en este caso la función zeta
de L está dada por

ζ(s, L) = ζ(s, Fq(X))r(s, L) , (4.2)

donde r(s.L) es un polinomio en q−s. Se puede ver ([40])
que con el cambio de variables u = q−s, (4.2) deviene

Z(u, L) = Z(u, Fq(X()P (u)

= P (u)(1 − u)−1(1 − qu)−1 .
(4.3)

donde

P (u) =
2g∏

i=1

(1 − αiu) ∈ Z[u] , (4.4)

donde αiᾱi = q (1 ≤ i ≤ 2g) y g es el género del cuer-
po L. Por tanto, los ceros de (4.2) corresponden a los
ceros de (4.4). Pero Weil [40] ha demostrado también
que todos los ceros de (4.4) satisfacen |α| = q−172. Co-
mo |q−(σ+it)| = q−σ si s = σ + it, resulta entonces que
s = σ + it es un cero de ζ(s, L) sólo si s = 1

2 + it. Es
decir, la función zeta ζ(s, L) del cuerpo aritmético de
funciones L satisface la hipótesis de Riemann.

Naturalemente, Weil atacó el problema a sabiendas
de que Artin [5] ya hab́ıa demostrado la hipótesis pa-
ra algunos casos de extensiones cuadráticas de Fq(X) y
la hab́ıa conjeturado en el caso más general de funcio-
nes sobre Fq. Por otra parte, la demostración de Weil

se realiza estudiando la “función zeta de un polinomio
homogéneo regular” (no singular), cosa que es esencial-
mente equivalente a estudiar la fucnción zeta de un cuer-
po aritmético de funciones sobre Fq. Este hecho condujo
a Weil [41] a introducir la función zeta de una variedad
algebraica sobre Fq y a proponer una serie de conjeturas,
entre las cuales estaba la hipótesis de Riemann para es-
tas nuevas funciones zeta, no sin antes demostrarlas pa-
ra cierto tipo de hipersuperficies proyectivas. Algunas
de estas conjeturas de Weil fueron demostradas muy
rápidamente, pero sólo en 1973 pudo Deligne demos-
trar que efectivamente la función zeta de una variedad
algebraica sobre Fq satisface la hipótesis de Riemann, lo
que muchos consideran una de las grandes proezas de
este siglo. Para un análisis de la demostración de De-

ligne y una discusión de los aspectos históricos de las
conjeturas de Weil, recomendamos mirar el art́ıculo de
Katz [28].

§5. La conjetura de Artin

Empecemos mencionando que el problema de deter-
minar los números primos p para los cuales un número
entero dado a es ráız primitiva módulo p (es decir, aque-
llos primos p para los cuales la clase residual ā genera al
grupo ćıclico (Z/Zp)∗ de p − 1 elementos), lo investigó
Gauss en el Art́ıculo 303 de sus Disquisitiones Arith-
meticae [15], dedicado al desarrollo decimal periódico
de fracciones de denominador p. Precisamente Gauss

conjeturó que

El número de primos p para los cuales 10 es ráız pri-
mitiva módulo p es infinito.
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Una condición necesaria y suficiente para que a sea
una ráız primitiva módulo el primo p está contenida en
la siguiente proposición:

Proposición 5.1. Un entero a es ráız primitiva del
número primo p si, y sólo si, (a, p) = 1 y a no satisface
ninguna de las congruencias

a(p−1)/q ≡ 1(mód p)

cuando q recorre los distintos divisores primos de p− 1.

Demostración. En efecto, si alguna de las congruencias
del enunciado subsiste y adado que (p − 1)/q < (p − 1)
es imposible que a pueda ser ráız primitiva módulo p.
Rećıprocamente, si (a, p) = 1 y a no satisface nin-
guna de las congruencias anteriores y suponemos que
a ≡ 1(mód p) para algún d < p − 1, sabemos que
d | (p − 1), de modo que tendŕıamos (p − 1)/d = uq,
donde q es un divisor primo de p − 1. Por consiguien-
te, (p − 1)/d = ud, a(p−1)/d = aud ≡ 1(mód p), lo que
contradice la hipótesis hecha. ��

En lo que sigue usaremos la siguiente nota-
ción: A(a) = {p : p es un primo y a es ráız primitiva
módulo p}. Con ella la conjetura de Gauss puede ex-
presarse siciendo que A(10) es infinito. Desde el siglo
XIX se conoćıa que para algunos a el conjunto A(a) era
infinito. Por ejemplo:

Proposición 5.2. A(2) es infinito.

Demostración. Según la proposición 5.1, 2 es ráız pri-
mitiva de un primo de la forma p = 4q + 1 si, y sólo si,
2 no satisface ni

24 ≡ 1(mód 4q + 1)

ni
22q ≡ 1(mód 4q + 1) .

Como 15 ≡ 0(mód 4q + 1) es imposible pues ni 3 ni 5
son de la forma 4q + 1 si q >, la primera de estas con-
gruencias es imposible si q > 1. Por otra parte, para un
primo p ≡ 1(mód 4) se tiene

2(p−1)/2 = 22q ≡
(

2
4q + 1

)
(mód 4q + 1) ,

donde (2/p) es el śımbolo de Legendre. Si p = 4q + 1 =
8m + 5, sabemos [38] que (2/p) = −1; luego, en este
caso, la congruencia 22q ≡ 1(mód 4q + 1) es imposible.
Pero un famoso teorema de Dirichlet sobre las progre-
siones aritméticas, nos dice que el conjunto de los primos
p que satisfacen p ≡ 5(mód 8) es infinito pues 5, 8) = 1.
Como p ≡ 5(mód 8) implica que p ≡ 1(mód 4), resulta
entonces que el número de primos de la forma p = 4q+1

que hacen
(

2
4aq + 1

)
= −1 es infinito, lo que muestra

que A(2) también lo es. ��

Pero A(a) también puede ser finito o vaćıo. Por ejem-
plo, si a = x2 es un cuadrado perfecto (x ∈ Z), obte-
nemos de la identidad de Fermat xp−1 ≡ 1(mód p) la
relación a(p−1)/2 ≡ 1(mód p), la que indica que si p � x
y p es impar, entonces p /∈ A(a). Pero si p | x es claro
que p /∈ A(a). Luego A(a) = ∅. Por otro lado, dado que
(−1)2 = +1 vemos que p /∈ A(−1) si p−1 > 2. Pero −1
es una ráız primitiva módulo 3; es decir, A(−1) = {3}.

Lo anterior, más un razonamiento heuŕıstico de tipo
probabiĺıstico –además de seductor– que puede encon-
trarse explicado en [7], [16] o [25], llevó a Artin, en
1927, en el curso de una conversación con Hasse, a pro-
poner la siguiente conjetura:

Si a �= 0,±1 y no es un cuadrado perfecto, entonces
A(a) es infinito.

Esta conjetura fue demostrada por Hooley [25] bajo
el supuesto de que la extensión natural de la hipótesis
de Riemann a la función zeta de Dedekind de ciertas
extensiones galoisianas de Q es válida.

El análogo de esta conjetura en Fq[X] fue demos-
trado, en 1937, por Bilharz [7], una lumno de Hasse,
también bajo el supuesto de que la hipótesis de Riemann
para las funciones zeta de los cuerpos de funciones alge-
braicas sobre cuerpos finitos fuese válida. Afortunada-
mente para Bilharz, Weil demostró la validez de esta
hipótesis, tal como lo hemos indicado en la sección § 4.
Pasamos en seguida a precisar este análogo.

Recordemos que en Fq[X] el papel de los primos lo tie-
nen los polinomios irreducibles unitarios. Si p(X) es uno
de estos polinomios, de grado r, entonces sabemos (véase
la sección § 2) que (Fq[X]/(p(X))) es un cuerpo finito de
qr elementos y que (Fq[X]/(p(X)))× es un grupo ćıclico
de qr−1 elementos. Como en el caso de los números en-
teros, un polinomio a(X) ∈ Fq[X] se dice una ráız primi-
tiva módulo p(X) si la clase residual a(X) genera al gru-
po ćıclico (Fq[X]/(p(X)))×. Dado a(X) designamos con
A(a(X)) = {p(X) ∈ P(q; X) ; a(X) es ráız primitiva
módulo p(X)}. En esta situación subsiste también el
análogo de la proposición 5.1.

Ahora bien, si a(X) = b(X)�, donde � es un primo y
� | (qr − 1), vemos que

a(X)(q
r−1)/� ≡ b(X)qr−1 ≡ 1(mód p(X)) ,
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(qr − 1)/� < qr − 1, lo que muestra que A((X)) = ∅
si a(X) es una potencia �−ésima de un divisor � de
qr − 1. También, si a(X) = a es un polinomio cons-
tante, entonces a sólo puede ser ráız primitiva de po-
linomios primos p(X) = X − b de grado 1, y en este
caso sólo si la clase residual a tiene orden q − 1 en el
grupo (Fq[X]/(x− b))× = F×

q . De estos polinomios hay
exactamente q; luego A(a(X)) es finito si a(X) = a es
constante. Todo esto condujo a la siguiente conjetura:

Si a(X) ∈ Fq[X] no es constante ni es una poten-
cia �−ésima de un primo � que divide a q − 1, entonces
A(a(X)) es infinito.

La demostración de Bilharz se reduce a verificar que
la llamada densidad de Dirichlet de A(a(X)) es > 0, lo
que implica que A(a(X)) es infinito, y conduce de ma-
nera natural a usar las funciones zeta de Dedekind de
cierto tipo de extensiones galoisianas de Fq[X], para las
cuales ya sabemos es válida la hipótesis de Riemann.

En realidad Bilharz demuestra su teorema para la
situación más general en que Fq[X] es reemplazado por
una de sus extensiones algebraicas finitas k y en vez de
polinomios primos se habla de divisores primos de k. Es
interesante anotar, finalmente, que en el caso k = Fq[X],
la demostración de que A(a(X)) es infinito no requiere
de la hipótesis de Riemann [7].

§6. La conjetura de Borevich y Shafarevich sobre
la serie de Poincaré de un polinomio de coeficien-
tes �−ádicos

En [8, problema 9, pág. 47] Borevich y Shafa-

revich hicieron la siguiente pregunta: dado un primo
racional fijo �, se Q� el cuerpo de los números �−ádicos y
Z� el anillo de los enteros �−ádicos. Para un polinomio
H(t1, · · · , ts) en Z�[t1, · · · , ts] denotemos con c(n; H)
al número de ceros de la reducción Hn(t1, · · · , ts) de
H(t1, · · · , ts) en el anillo residual Z�/�nZ�. ¿Es enton-
ces la serie de Poincaré de H

P (H; U) =
∞∑

n=0

c(n; H)Un ∈ Z[[U ]] , (6.1)

donde c(0; H) = 1, una función racional de U? Respues-
tas parciales a esta pregunta se conoćıan antes de 1973
(para esto remitimos a [13]), año en el cual Igusa ([26],
[27]) dio una respuesta general afirmativa, basada en el
teorema de resolución de singularidades en caracteŕıstica
cero demostrado antes por Hironaka. Sus resultados,
sin embargo, no muestran cómo calcular efectivamente
(6.1) como el cociente de dos polinomios en U . Más tar-
de, Denef [13] dio una nueva elegant́ısima demostración

de la conjetura, usando esencialmente el hecho que Q�

admite eliminación de cuantificadores, con lo cual evi-
taba el profundo teorema de Hironaka. Relacionada
con esta conjetura existe la siguiente, debida a Hayes y
Nutt [23]: P (H; U) = q(U)/r(U), donde q(U) y r(U)
son polinomios en Z[U ] que cumplen las condiciones:
q(0) = 1 y r(U) es el producto de polinomios de la for-
ma 1− �mUn, donde m ≥ 0 y n ≥ 1 son enteros para los
cuales subsiste la desigualdad m ≤ ns. Estos autores
han denominado esta aserción la Q−conjetura.

Dada la analoǵıa existente entre los cuerpos
aritméticos de caracteŕıstica cero y los de caractéıstica
> 0 (es decir, las extensiones algebraicas finitas de
Fq[X]), es natural plantearse la misma pregunta en este
último caso. Sin embargo, en este caso no existe un teo-
rema general de resolución de singularidades ([1], [2])ni
los anillos que interesan admiten eliminación de cuantifi-
cadores ([6]). Por estas razones parece que un ataque di-
recto usando métodos elmentales à la Abhyankar, podŕıa
ser interesante. En efecto, nosotros hemos demostrado
en algunos casos especiales la validez del análogo de la
conjetura de Borevich y Shafarevich y, de contera,
la Q−conjetura, usando propiedades aritméticas espe-
ciales del cuerpo L((Z)) de las series meromorfas for-
males sobre un cuerpo finito L, puesto que el problema
puede reducirse a esta situación, como pasamos a veri-
ficar ([4]).

Si K es un cuerpo aritmético de caracteŕıstica � > 1,
es decir, una extensión algebraica finita de Fq[X], y si
p es un divisor primo de K, consideremos el completa-
do Kp de K en p . Si wp representa a la correspon-
diente valuación discreta, denotemos con Op = {x ∈
Kp; wp(x) ≥ 0} y πOp = {x ∈ Kp; wp(x) > 0}, donde
wp(π) = 1, al anillo de los enteros p–ádicos y el único
ideal primo de Op, respectivamente. En esta situación,
Lp = Op/πOp es una extensión finita de F�, con, ponga-
mos, q elementos. Con esta notación nuestra conjetura
puede expresarse aśı:

Sea H(t1, . . . , t2) ∈ Op[t1, . . . , ts] y sea c(n; h) el
número de ceros de la reducción de H en el anillo re-
sidual Op/πOp (n = 1, 2, . . . ). Entonces

P (H; U) :=
∞∑

n=0

c(n; H)Un ∈ Z[[U ]] (6.1)

donde c(0; H) = 1, es una función racional de U .

Como Op = Lp[[Z]], Lp = Op/πOp , basta demostrar
la conjetura en un anillo L[[Z]], donde L es un cuerpo
finito de caracteŕıstica � y q elementos. Más precisa-
mente, es suficiente demostrar que si c(n; H) designa al
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número de ceros de H en el anillo residual L[[Z]]/(Zn),
entonces (6.1) es una función racional de U .

El punto de partida nuestro es la versión especial
del teorema de Taylor para la reducción Hn(t1, . . . , ts)
módulo (Zn) del polinomio Hn(t1, . . . , ts) ∈
L[[Z]][t1, . . . , ts) que nos permite concluir que un ce-
ro de Hn(t1, . . . , ts) produce exactamente qs−1 ceros de
Hn+q(t1, . . . , ts) si la proyección de este cero módulo
(Z) es un cero regular de H1(t1, . . . , ts), y en caso
contrario, es decir, cuando esa proyección es un cero
singular de H1(t1, . . . , ts), produce exactamente qs si es
que Hn+1(t1, . . . , ts) admite ceros que descienden del
cero dado de Hn(t1, . . . , ts). Por ejemplo, si todos los
ceros de H1(t1, . . . , ts) son regulares, obtenemos

P (H; U) = l + c(l; H)
U

1 − qs−1U

donde c(l; H) es el número de ceros de H1(t1, . . . , ts).
El problema aparece cuando H1(t1, . . . , ts) admite ce-
ros singulares. El caso más sencillo de esta situación es
el monomio

H(t) = (t − α(Z))e,

de la sola variable t, donde α(Z) = α0 + α1Z + α2Z
2 +

· · ·L[[Z]] y e ≥ 1, para el cual encontramos

P (H; U) = 1 +
U [1 + qU + · · · + qe−1Ue−1]

1 − qe−1Ue

Utilizando este resultado es posible entonces demostrar
que la serie de Poincaré de un polinomio arbitrario en
una sola variable:

H(t) = β(0) + β(1)t + · · · + β(m)tm , β(m) �= 0

β(i) ∈ L[[Z]] (0 ≤ i ≤ m) es una función racional de U .
También es posible de mostrar que la serie de Poincaré
de un monomio H(t1, . . . , ts) = te1

1 · · · tes
s es racional.

Lo mismo para las formas cuadráticas no degeneradas
[4].
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algébrique Xn + Y n + Zn = 0. C. R. Acad. Scie. Paŕıs 87,
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