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Capitulo 1

Sobre unas conjeturas de Issai
Schur

En [17] y [18] Issai Schur conjetura que si ay, ..., ay son nimeros enteros distintos
entre si, y si
M
P(z) = (z —a1) - (2 — au) = [ [ (2 —a)
i=1

entonces los polinomios

~~ N
—_ = =
~— — ~— ~—

1
2
3
4

(para M > 4) son irreducibles en Q[z]. A partir de estas conjeturas (hechas en 1908
y 1909) y otras expresadas en sus ejercicios de algebra, se da inicio a una sucesién
importantisima de trabajos sobre la irreducibilidad de polinomios de coeficientes
enteros, la cual ain no se detiene.

Una demostracion inicial de la ecuacién (1.1) la da W. FLUGEL en [7], sehalando
en este trabajo que con excepciones también la ecuacién (1.2) es irreducible.

G. POLYA en [15] da algunos criterios para M > 7 de la irreducibilidad de (1.1) y
(1.2) y estableciendo otros criterios de irreducibilidad como

1.1 Teorema. Sea f(z) € Z[z| de Grado n > 1, y supongase que de estos n enteros

1



2 CAPITULO 1. SOBRE UNAS CONJETURAS DE ISSAI SCHUR

existe k talque

n—|5)!
0<[f(k)| < #
2
entonces f(x) es irreducible sobre Q

Una demostracién de la ecuacion (1.3) es mas facil de hacer (si M > 7).

La irreducibilidad de (1.4) y (1.5), fue demostrada por A. BRAUER, R. BRAUER
& H. Hopr [1] y A. BRAUER & R. BRAUER [2].

El polinomio

P3(z) +1 (1.5)

Los polinomios (1.2), (1.3), (1.4) y (1.5) son polinomios especiales de la forma
G(P(z)). Donde G(z) = 2" + 1, y con r como una potencia de 2, de donde este
es irreducible. 1. Schur busca demostrar que si r = 2° el polinomio es irreducible;
con s > 3.

Solucion de I. Seres

Del polinomio planteado en las conjeturas de I. Schur, Seres presento una de-
mostracion de este problema en 1956 ver [19]. En el desarrollo de este, se dan algunos
resultados de interes y sus demostraciones.

Para hacer la demostraciéon del polinomio, Seres hace una concatenacion de otros
teoremas atin mas generales que permiten llegar al teorema propuesto por I. Schur.
Para entender un poco mejor la demostracion ver la figura 1.1.

1.2 Teorema. Sea ai,as,...,ay niumeros enteros racionales distintos entre si, con
M > 1;n > 1. El polinomio

es irreducible en Q|x].

1.3 Teorema. Sean ay,as,...,ay numeros enteros racionales distintos entre si.
Si fm(x) es el m-ésimo polinomio ciclotémico primitivo (m > 2).

Entonces el polinomio

fn(P(2))



—

donde P(z) = ] (z — ax) es irreducible si M > 5.

k=1

Es claro que para M < 5 también es cierto salvo algunas excepciones.

1.4 Teorema. Sean ai,as,...,apy numeros enteros racionales distintos, con
M > 6. Sea Q(x) un polinomio de coeficientes enteros racionales con coeficiente
director igual a 1 y tal que el Grado Q(x) < M.

Si ademds fn(x) designa al m—ésimo polinomio ciclotémico (m > 2) y R(x) al

M
polinomio Q(x) [] (x — ax), entonces el polinomio
k=1
fm(R(x))

es irreducible en Q|x].

1.5 Teorema. El polinomio

2mi

V()= Q@) [[(e—ar) ¢ (=€)

es irreducible en Q(&)[x], si Q(x),aq,...,an, M ym satisfacen las condiciones del
teorema 1.4.
Para demostrar estos teoremas necesitamos algunos lemas

1.6 Lema. Sea f,,(x) el m—ésimo polinomio ciclotémico primitivo de coeficientes
enteros racionales. Entonces el polinomio ®,,(x) = fn(R(x)) es irreducible sobre
Q[z] si y solo si(x) = R(x) — & es irreducible sobre Q(&)][x].

(Este es un caso los especial del Teorema de Capelli)

Demostracion. Tenemos que f,,(x) es el m—ésimo polinomio ciclétomico primitivo
(m > 2), es irreducible en Q[z], es decir que

fm(@) = (= &) (2 = &)
donde cada & es una de las raices primitivas de la unidad, con [ =1, ..., s.
Como

fm(z) = (= &) (= &)
fm(R(x)) = (R(x) — &) - (R(x) — &)
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Supongamos R(z) — & es irreducible en Q(&)[z], con £ una de las raices primitivas
de la unidad, pero que f,,(R(x)) es reducible en Q|x] esto es

fm(R(z)) = G(z) - H(z)

con G(x), H(z) € Q[z], luego G(x ‘fm ) asi que G(x )‘(R(x)—fl) o (R(x)—&),
es decir que G(z)|(R(z) — §) con § = &, 1,...,s.

Lo cudl es contradictorio ya que R(x) — ¢ es irreducible en Q(&)[z]; (Q C Q(€)). &

En lo que sigue suponemos que el polinomio

H r — ay) (1.6)

es reducible sobre Q(§)[x].

Es decir existen polinomios no constantes 7(z),w(x) € Q(§)[x], unitarios tales que
U(x) = 7(x)w(z). (1.7)

Donde los coeficientes de 7(z), w(z) son enteros de Q(§).
Es facil ver que el anillo de los enteros Q(&) es Z[¢].

Entonces 7(ax) (k =,..., M) son enteros de Q(&) (esto es que 7(ay) € Z[¢]) pues los
ar € Z (lo mismo para w(ay))

De (1.6) resulta que
Plag) = =€
y de (1.7),
Plak) = 7(ar)w(ax).

Luego en Z[¢], o)
T(ag)|€.

Pero ¢ es una unidad de Z[{] (esto se tiene ya que & es una raiz primitiva de la
unidad, es decir, £™ = ¢*™ = 1). De donde, si £ = A7(ay) con A € Z[£], entonces

L= €] = [A-7(ar)] = Al - |7(ar)| = |7(ar)| = 1

luego 7(ax) es una unidad de Z[¢].



1.7 Lema. Los coeficientes del polinomio 7(x) pertenecen a Z[£]. Si |ax — a;] > 2,
entonces T(ay)T " (a;) es real.

Demostracion. Del teorema de Kroneker [7], tenemos:

T(ak) = MKk, T(az) = nie,

donde las 7y, n; son raices de la unidad complejas y €, €; son unidades reales de Z[¢].

Si hacemos 7(z) = By + Sz + - - + Br2", vemos

meex — mer = T(ax) — 7(ay)
= (Bo + Brax + Boaiy + - -+ + Bray) — (Bo + Brar + Baai + - - - + Sraj)
= Bi(ar — ar) + Bolai — ai) + - - + Br(af — af)
= (ay —a;) - O, (1.8)

donde © € Z[¢], puesto que los f3; € Z[£] v los ay, a; € Z.

Luego
ay, — ag|1kER — TNy

De la equacion (1.8) resulta sucesivamente

neer — mer = (ax — a;) © (con © € Z[¢])
e — megy = (ax — a;) Oc;. ! (con Oc¢; ! € Z[¢))
mey =g, = (ar —a) Oyt (con Oy € Z[€)) (1.9)

es decir,
~1 -1
ar — almn, T — gy

Tomando conjugados en (1.9), tenemos
M= e, = (ak — a)(Oen ) (1.10)
Restando (1.9) y (1.10), obtenemos que
men =gt = (e — @) - © (1.11)
con ® = Og; 'yt — W € Z[£], por lo que de (1.11) se tiene que

ay, — ag|men; " — 1,
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De (1.11), resulta

meny Oyt — ) = ey H((ar — @) - ©)
(e ) — 1= (ar, —ay) - A

con A = npy - © € Z[E].
Si (men; ')? — 1 # 0, tenemos que

0 < |ty )? = 1] < |y )| +1=14+1=2,

entonces |(ar — a;) - A| = 2, es decir que |ay — a;| < 2. Pero como por hipotesis
lax — a;| > 2, estamos ante una contradiccion.

Luego

(e )* — 1 =
(et + V(e — 1) =0

por lo que n, = +n;.
Asi que,
_ ek _ 5k

T(ak)T(al)_l me €

Como ¢y, £¢; son reales, entonces 7(ag)7(a;)~" es real . &

1.8 Lema. Sean a; < as < ... < ayp numeros enteros racionales, M > 6 y
T(z) € Z[¢][x]. Sean T(ax) (k = 1,...,M) unidades de Z[£]. Entonces las pro-
T(&k

son numeros reales.

POTCLONES:
7(a)

Demostracion. Como M > 6, tenemos

2<a4—ay, as—ay, ..., Qapy — ap

2<apy—az, ay —a, as—daz, ag— a3.

entonces se tiene que |ay — a;| > 2 y por tanto se cumple el lema 1.7,



Supongamos que |ax — a;| < 2 pero que |a, — ag| > 2y |a, — a;] > 2 (esto se tiene
ya que con lo anterior garantizamos esto), luego
T(ar) 7(ar)

@) (@) T(a,)
)

como ej, ¥ €, son nimeros reales, asi que este lema se cumple. ¥

Demostracion. Teorema 1.5. Supongamos que el polinomio

b(a) = Q) [ (@ — ) — &

k=1

es entonces reducible en Q(§)[z], y lo podemos descomponer en factores primos
unitarios

(x) =n(2)- - 7 (2),
donde todos los coeficientes de 7;(x) son enteros de Q(&), con I =1,...,7.

Ademas tenemos que

Grado ¢(x) = Grado Q(x) + M < 2M

Asi que el grado de por lo menos uno de los 7(z), ..., 7.(x) es menor que

M + Grado Q(z)
2

0< <M

Podemos suponer, sin perdida de generalidad que

0 <s=Grado m(x) < M

Supongamos de ahora en adelante que M > 6.
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De los anterior (vease el lema 1.8) tenemos que si las unidades de Q(¢)
71 (ax) (k=1,...,M)

son de la forma

71 (ag) = nex (k=1,...,M)
donde 7 es una unidad de la raiz compleja y €1, ..., son unidades reales .
Tomemos el polinomio =17 (z).

Por la férmula de interpolacion de Lagrange existe un tinico polinomio L(z) € R[x],
determinado por los valores L(ag), con k =1,...,s,s+ 1.

Luego 71(z) = n- L(x). Como 7 (z)|v(z), y L(z)|71(x), entonces L(z)|¢(z). Es decir

Pero todos los coeficientes de (x) son reales, menos el término constante que es &,
pero esto es una contradiccién. M

Demostracion. Teorema 1.4. Supongamos que ®,,(z) = f.(R(z)), donde
M

R(z) = Q(z) [] (x — ag), es reducible en Q[z]. Es decir
k=1

donde G(z), H(x) € Q[z] (unitarios).

Por el lema (1.6), el polinomio

b(a) = Q) [« — ar) — &,

es entonces reducible en Q(&)[z], pero por la demostracién anterior tenemos que ¥ (z)
con M > 6 es irreducible en Q(§)[x], lo cual es contradictorio. De donde resulta que
®,,(z) es irreducible sobre Q[z]. M



Demostracion. Del teorema 1.3

Si M > 6, entonces tomando @(x) = 1, tenemos el teorema 1.3 como corolario del
teorema 1.4.

Si M =5, entonces el Grado 71(z) < 2 y por otro lado
2<6L4—(1,1, as — aq

y a1, a4, a5 (por el lema 1.7) son tres puntos de interpolacién adecuados, y por lo
tanto el teorema es vélido si M = 5.

Para demostrar el teorema 1.2 necesitamos el lema siguiente.

1.9 Lema. Sean aq,...,a, enteros racionales si el polinomio

K(z) :H(x—ak)—l—l

es irreducible mod 2 o es congruente a una potencia de un polinomio irreducible
mod 2, entonces

M
F(z)=]J(x—a)” +1
es irreducible en Q|x]

Demostracion. Supongamos que F(z) es reducible en Q[z] esto es decir

Por otro lado

[K(2)]*" = [H(m —ap)? +1 mod 2
k=1
= H(z —ap)? +1 mod 2
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Por hipodtesis

K(x) = H(x —ag)+1=19(x)" mod 2 (r>1), (1.12)
k=1
Luego
F(x) =G(z)- H(z) = W(x))]*"" mod 2

como el Grado G(z) > 0y Grado H(x) > 0 esto es posible si
G(z) = ¢(x)® mod 2 (a>0),
Hxz)=v()® mod2  (8>0).

de modo que
G(r) =(x)* +24A(x) _on
H(z) =(x)® +2B(x) } (a+5=2"),

donde A(x), B(x) € Qx].
Considerando el producto G(z) - H(z) mod 4. Resuelta entonces

F(&) = G(o) - H(z) = 0(2)™ + 20(2)’ A(2) + 20(2)"B(z)  mod 4. (L13)
En virtud de (1.12) tenemos

—=

(x —ag)+1=19" mod 2

B
Il
—

(x —ag) +1=¢(x) + 2K, ()

=

B
Il
—

[[@—an) =¢@) -1+ 2K (2)

k=1
donde Ki(x) es un polinomio sobre Q.

De la definicién de F'(x) obtenemos

(x —ap)®” +1

=

Fr) =

Il
—
’l

Ylx) — 142K, (x)” +1
Y(z)™? 4+ 247 4 1) +1 mod 4
() +2¢™" +2  mod 4. (1.14)

Il
RS

Il
<
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De las congruencias en 1.13 y 1.14 tenemos

()P 4 20(2)* B(z) + 2(2)°A(z) = o(z)?" + 20(z)?" " +2 mod 4
2)(2)° A(x) + 20(2)* B(z) — 2p(z)?" " =2 mod 4
()P A(x) + p(2)*Bz) —(z)? =1 mod 2.

Esto es sin embargo imposible, pues el lado izquierdo mod 2 es divisible por ¥ (x),
mientras que el derecho no lo es. ¥

Demostracion. Final de la demostraciéon del teorema 1.2.

Del teorema 1.3 en el caso especial de m = 2", este teorema resulta para M > 5.
Ademas en el caso de M =1 es trivial.

Veamos para M = 4.

Supongamos a;, = a; +k — 1 (k= 1,2,3,4), son nimeros enteros racionales consec-
utivos entonces 1.12 se transforma en

K)=(x—a)(z— (a1 +1))(x — (a1 +2))(x — (a1 + 3)) + 1
=rz—a)(zr—a—1)(z—a))(r—a; —1)+1 mod 2
=(r—a)*(z—a —1)*+1 mod 2
=((z—a)(x—a; —1)+1) mod 2
E(:c2+x+a1a1+1)+1) mod 2

(2 + 2+ 1)° mod 2

Puesto que el polinomio K(x) = 2*> + x+1 mod 2 es irreducible, entonces F(r) es
irreducible por el lema 1.9.

Ahorasi M =3y a,=a; +k—1(k=1,2,3), entonces

K)=(x—-a)(z—(a1+1)(x— (a1 +2)) +1
=r—a)(xr—a—1)(x—ay)+1 mod 2
=(x-a)(r—a —1)+1 mod 2

3
3

— 22 + 1 es irreducible mod 2.
— 2+ 1 es irreducible mod 2.

Sia; =0 mod 2, entonces x
Sia; =1 mod 2, entonces x
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Entonces, K(z) = (x — a1)*(zr —a; — 1) + 1 mod 2 es irreducible médulo 2.

Si M =2y |a; — as| <2, entonces se tiene dos casos

1. Si a; = ay mod 2 con lo cual
K@)=(@—a)*+1=(x—a; +1) mod 2
el cual es irreducible.

2. o bien que a; = as +1 mod 2, esto es

Kx)y=(x—a)(xr—ay —1)+1
4 rta(a+1)+1 mod 2
= +ar+1 mod 2

que también es irreducible.

De aqui resulta que el teorema 1.2 es valido en todos los otros casos. M



Teorema 1.2

|

Teorema 1.3 Lema 1.9

Teorema 1.4

Teorema 1.5 Lema 1.6

Lema 1.8

Lema 1.7

Figura 1.1: Esquema de la demostracién
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