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Introduccion

En [16] E. KUMMER generaliza las sumas cuadrdticas de GAUSS a los anillos
7./p*Z, donde p es un niimero primo y £ > 0 es un nimero natural, y obtiene algu-
nas de sus més importantes propiedades. Usando el teorema chino de los restos estas
sumas y sus propiedades se pueden extender a los anillos Z/mZ, en particular, la
representacion de las funciones aritméticas médulo m como series de Fourier discre-
tas (finitas) (véase, por ejemplo, [4, Chap. x]). En el siglo XX se estudian las sumas
de Gauss en un cuerpo finito F,, ¢ = p*, donde p es un ntiimero primo y ¢ > 1, para,
por ejemplo, estudiar el nimero de soluciones de formas en Fy[ty,...,t,] (véase
[14]) o decidir si un polinomio f(t1,...,t,) € Fylt1,...,ts] es 0 no un polinomio
de permutacién (vednse [23] y [24]). Dada la estrecha analogia entre los anillos Z y
F,[X], la generalizacién natural la hace L. CARLITZ en [5] y [6] y la precisa luego
COHEN en [9], quienes obtienen andlogamente que toda funcién aritmética defini-
da sobre F,[X], médulo un polinomio unitario 2(X), también admite una serie de
Fourier discreta. En la década de los anos 50 del siglo pasado, E. LAMPRECHT [17]
extiende la nocion y las propiedades de las sumas de Gauss a una amplia clase de
anillos finitos conmutativos. En un informe posterior [20], CARLOS J. MORENO ex-
pone los resultados de GAUSS, KUMMER y LAMPRECHT e indica como, bajo ciertas
condiciones bastante naturales, los resultados sobre sumas de Gauss tienen andlo-
gos a los resultados de KUMMER. Esclarece también su importancia, tanto en el
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caso clasico como en desarrollos recientes, en areas tan diversas como el proce-
samiento de senales digitales, el desarrollo de cédigos con control de errores y el
método de la fase estacionaria de Igusa [3], por sélo mencionar algunas. En 1967,
K. NAGESWARA RAO [21] extiende resultados previos en el caso racional sobre el
nimero de soluciones de ciertas ecuaciones algebraicas (algunas con condiciones
partitivas) (por ejemplo, [10], [11], [12] y [22]) al caso de los anillos F,[X]/(h(X)),
donde h(X) es un polinomio unitario. Nuestro propdsito en este articulo es pre-
sentar de una manera un poco diferente los resultados de K. NAGESWARA RAO,
en forma tal que nos permitan escribir las series de Poincaré (véase infra y tam-
bién [1], [2] v [3]) de las ecuaciones algebraicas estudiadas. En la primera seccién
explicitaremos, en primer lugar, las estructuras de los anillos A = F,[X]/(h(X)) v
L, =F,[X]/(p(X)"), donde p(X) € F,[X] es un polinomio irreducible unitario. En
segundo lugar, estableceremos las sumas exponenciales definidas sobre estos anil-
los y sus propiedades (esto en beneficio de la exposicién). En la segunda seccidn,
definimos las sumas de Gauss y Ramanujan en este contexto En la tercera seccién
aplicaremos los anteriores resultados para obtener un andlogo de viejos resultados
de G. LiBRI ([18] y [19]), €l cual usaremos para obtener el nimero de soluciones
de ciertas ecuaciones algebraicas definidas sobre las L—algebras sobre A y L, re-
cobrando algunos de los resultados en [21] y escribiendo las correspondientes series
de Poincaré.

1. Notaciones y preliminares

Sean K = [, un cuerpo finito con ¢ = p* (¢ entero positivo) elementos. Si F' es
una extensién de K de grado s = [F : K|, para « € F, definimos la traza de o sobre
K por la relacion

tr g/ (@) —a+al+--+al

La siguiente proposicién redne las principales propiedades de la funcién tr g g
(véase [14, Chap. xxx]).

Proposicion 1. Sean K C F cuerpos finitos. Si a, f € F' y a € K, entonces

i trF/K(a) e K.

)
11; tr g/ (a+ B) = tr p/r(a) +tr g/ (B).
)

iii) tr p/x(ac) = atr p/g ().
iv) tr p/i : F' — K es sobreyectiva.

Si h(X) = api(X)™ - p.(X)* € Fy[X], donde a € F y p;(X) un polinomio
irreducible en F,[X], designamos con (h(X)) al ideal generado por este polinomio.
El teorema chino de los restos para el anillo de polinomios F,[X] nos dice:

(1) Fo[X1/(h(X)) = HFq[X]/(pi(X)"”’)-
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Por tanto, podemos restringir nuestro estudio a los anillos de la forma F,[X]/(p(X)")
donde p(X) es un polinomio irreducible. Es bien conocido que F,[X]/(p(X)) = L
es un cuerpo finito que contiene una copia isomorfa de Fy y si el grado de p(X) es d,
entonces el grado de la extensién L/F, es d. En consecuencia, L tiene q% elementos.
Para estos anillos residuales se tiene los siguientes resultados, expuestos de manera
detallada en [2].

Proposicion 2. Con las anteriores notaciones se tiene:

i) Fq[X]/(p(X)") contiene un cuerpo L isomorfo a F,[X]/(p(X)).

ii) Fy[X]/(p(X)¥) = L, es una L-dlgebra de dimensién v con ¢*¢ elementos.

iii) L, = {\(2zy) = Ao+ A2y + -+ + Ap_12271 2 \; € L}, donde 2% # 0 para
i=1,2,...,v—1yzF=0si k>v. Ademds el conjunto {1,z,,...,271
constituye una base de esta L-algebra.

iv) LY =L x {14+ X2y + X222+ + X128 1 \j € L} donde 2 # 0 para
i=1,2,...,v—1y2F =0si k> v. Por tanto, L tiene (¢% — 1)q**~1
elementos.

Usando las siguientes notaciones A = F,[X]/(h(X)) vy Ly, = Fy[X]/(p:s(X)¥)
tenemos los siguientes isomorfismos:

(3) A~ PL,
=1

(4) A~ é Ly
i=1

De manera que un elemento de la Fy-dlgebra A es de la forma (a(zy,), ..., a(2y,))
donde a(zy,) es un elemento de la F,-dlgebra L,, parai=1,...,r. En lo que sigue
y si no cabe confusién alguna a (a(zy,),...,a(2,,.)) lo notaremos con «(z,). Es
claro que a(z,) € A* si, y sélo si, a(z,,) € L.

El conjunto M (X,F,) de todos lo polinomios unitarios de F,[X], conforma un
monoide aritmético multiplicativo sobre el cual extendemos la nocién de funcidn
multiplicativa conocida y estudiada extensamente en el caso del monoide multiplica-
tivo de los nimeros naturales (vednse y [2] y [15]). De particular interés aqui son
las funciones mutiplicativas periddicas de periodo h(X) € M(X,F,), es decir, fun-
ciones aritméticas F' : M(X,F;) — C que cumplen F(a(X)) = F(b(X)) cada vez
que a(z) = b(X)(méd h(X)). Un ejemplo de esta situacién lo constituyen los car-
acteres de las dlgebras finitas A y L,. Més precisamente, si A es una L—4&lgebra
unitaria abeliana y finita, una funcién x : A — C que satisface las siguientes condi-
ciones:

i) x(aB) = x(a)x(B), para todo a' y 8 € A.
ii) x(a) =0 si « no es invertible.
iii) x restringida a A* es un homomorfismo de grupos con valores en T = {z €
C; |Z| - 1}7

se dice un cardcter multiplicativo de Dirichlet del algebra A.
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También haremos uso de caracteres aditivos, que no son otra cosa que homomor-
fismos definidos ¢ : AT — T que cumplen ¥(« + ) = ¥ () (6).

Observemos que la restriccién de x a A* es un cardcter del grupo abeliano
finito A* y reciprocamente, dado un cardcter multiplicativo x* de A* éste se
puede extender de manera tnica a un carcter de Dirichlet y de A con solo definir
x(a) =x"(a)sia€e AX y x(a) =0sia ¢ A*.

Por abuso de lenguaje, en lo que sigue designaremos los dos caracteres x y x*
con el mismo simbolo y y diremos sencillamente cardcter de un dlgebra finita A al
referirnos a uno de sus caracteres de Dirichlet.

Probaremos a continuacién que cada cardcter del dlgebra A es el producto de
caracteres de las dlgebras L,, para ¢ = 1,...,r. De manera que nuestro estudio de
los caracteres del dlgebra A se puede restringir al estudio de caracteres del algebra
L,.

Proposiciéon 3. Dado 0 un cardacter del dlgebra A, existen caracteres multiplica-
tivos x; del dlgebra L,, parat=1,...,r tales que 0 = H:Zl Xi- Y, viceversa, dados
caracteres los x; del dlgebra L,, para it = 1, ..., r, se tiene que H:=1 Xi €S un
cardcter del algebra A

Demostracion. Supongamos que X;, ¢ = 1,...,7, son caracteres multiplicativos de
L,, y hagamos x = [[;_, x;. Veamos que x es un cardcter multiplicativo del dlgebra
A. Tenemos

x(a(z0)B(20)) = sz‘(a(%i)ﬁ(%i))

= [T xita(zo)) T xi(B(z0,)) = x(ex(z0))x(B(=0))
i=1 i=1

En efecto, recordemos que a(z,) ¢ A si, y sélo si, a(z,) ¢ L, para algin i =
1,...,r. En vista de que cada x; es un caracter del algebra L, tenemos que si
a(zy) ¢ A, x(a(z,)) = 0. Por otro lado, a(z,) € A* si, y sélo si, a(z,) € L}
parai=1,...,7y x; restringido a L} es un homomorfismo de grupos con valores
en T. Por consiguiente, x, restringido a A*, resulta ser un homomorfismo de grupos
con valores en T. Es decir, x es un cardcter del algebra A.

Reciprocamente, es claro que para cualquier a(z,) € A se tiene que:

(5) a(zy) = (a(zy,), 1. 1) oo (Lo al(ze,)y -5 1) oo (L, o al(20,)

de modo que

O(a(zy)) = 0((a(20, ), 1,y ) oo (1, oy a2, )y e oo 1) oo (L ey a(2,)

(6) =0((a(zp,),1,. .., 1)) 0((1, .oy al(20,)y - ooy 1)) O((L, .o a((20,))) -
Utilizando el isomorfismo evidente
(7) I1X-+X1XLy Xx1X---x1mL,,

podemos definir el siguiente caracter del dlgebra L,,,:

(8) Xi(a(zvi)) :9((1,...,()4(2’%),...,1)).
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De (6) y (8) se sigue que

(9) O(e(z0)) = x1(a(zv,)) - - xi(@(20,)) - - xr((20,)) 5
tal como se queria. ([

El cardcter definido de la siguiente manera xo(a(z,)) = 1 si a(z,) es invertible
y Xo(a(zy)) = 0 en caso contrario, se llama el cardcter principal del dlgebra L,,. Es
claro que L es un grupo abeliano finito y por tanto de [4, Theo. | tenemos que el
grupo de caracteres de Dirichlet de L, tiene cardinal (¢% — 1)g*—1,

Los siguientes resultados son andlogos de resultados demostrados en [4, pags. —
].

Proposicion 4. Si x es un cardcter de L, se tiene:

i) x(1) =1
ii) Definiendo X(A(z,)) = x(A(2y)) para todo A(zy) € Ly, X es un cardcter de
L,.

iii) Para todo \(z,) € L se tiene X(A(2y)) = x(A(20)) 71 = x(M(z0) 1)
Proposicion 5.
d _ 1)dv=1) S
Z X()\(Zv)) _ (q )q ) Sl‘ X X0
Ny 0, sI X # Xo-
Proposicion 6.

d _ d(v—1) iA(z) = 1,
> X()\(Zv))Z{(q La ;o osiA(z0) =1

en otro caso.
X cardcter de L, 0’

Proposicién 7. Sean a(z,) , AM(z,) € L)} y x un cardcter de L,, entonces

d _ d(v—1) si M(z,) = a(z),
> x<A<zv>>x<a<zv>>:{<q DD, si A=) = al=)

en otro caso
X cardcter de L, O’ )

Siguiendo el camino trazado por Carlitz, definimos la funcién 7, de la L—-élgebra
L, en Fp, de la siguiente manera: 7,(A(zy)) = To(Xo + A2y + -+ Apoi2) ) ==
tr/r, (Av—1), ¥ la llamamos la traza de A(z,). Esta definicién tiene sentido pues
Ay—1 € L y L es una extension finita de F,. El siguiente resultado se sigue de la
definicién de 7.

Proposicién 8. La funcién 7, : L, — F,, es una aplicacion IF,—lineal sobreyectiva.

Demostracion. Es inmediata de las propiedades de la traza definida anteriormente.
O

Para abreviar, hacemos 7 = tr, JF,» de modo que

To(a(zy)) = tr L/]Fp(a’l)—l) = T/(av—1) .
Si ¢, = exp(27mi/p) es una raiz p-ésima primitiva de la unidad en C, definimos la
funcién
e(a) = ¢, (@) a€l
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y tenemos la siguiente

Proposicién 9.

d .
q%, sia=0
> elaB) = ’ :
0, en caso contrario
BEL

Demostracion. Por la sobreyectividad de 7/, existe un v € L tal que 7/(v) # 0 de
modo que e(7y) # 1. Calculemos ahora la suma,

e(v) Y elaB) =Y e(e(aB) =Y e(v+aB) =) e(ad).
peL BeL BeL BEL
Si a # 0 tomando § = 3 + 2 Ahora cuando 3 recorre a L de manera tnivoca, §

también lo hace. En consecuencia,

e(7) Y elaB) =Y e(ad) =Y e(ap),

BeL d€L BeL
de donde, {e(y) — 1} > 5o, e(af) = 0y por tanto 3 5., e(a3) = 0. Si a = 0,
entonces Z e(af) = Z 1=q% O

BeL BeL

Designemos con p,, al grupo de la raices p-ésimas de la unidad en C y definamos
Yyt Ly — p, mediante la relacion

Po(M(z0) = GrOED = )
Esta expresién tiene sentido pues 7/(A,—;) € Fy.

Proposiciéon 10. La funcion 1, tiene las siguientes propiedades:

i) Gu(0) = 1.
ii) v, es un epimorfismo del grupo aditivo de la L-dlgebra L, en el grupo
multiplicativo p,, (es decir, v, es un cardcter aditivo).
ili) Existe A(zy) € L, tal que ¢, (A(2y)) # 1.
iv) Z/\(Zv)ELv Yu(AMz)) = 0.

v) Z Yo (A(20)a(z0)) =

A(zv)€E Ly

{q”d, si a(zy) =0,

0, en caso contrario.

Demostracion. La propiedad i) se sigue de la definicién. De la linealidad de la
funcién 7, y la parte i) se sigue que 1, es un homomorfismo de grupos. Tome
a € p,, existe b € F), tal que a = Cg. Como T, es sobreyectiva existe un A(z,) € L,
tal que 7,(A(zy)) = by por tanto ¥, (A(2,)) = a. Es decir, ¥, es un epimorfismo
de grupos y esto prueba ii). De lo anterior, iii) es inmediata. Para demostrar iv),
observemos que de iii) existe un «a(z,) € L, tal que v, (a(z,)) # 1. Entonces

Vo (a(zy)) Z Yo (A(20)) = Z Yy (a(zy) + A(2y)) = Z Yo (A(20)),

)‘(zv)eLv /\(Zv)ELv /\(Zv)eLv
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donde hemos utilizado ii) y el hecho de que cuando A(z,) recorre a L, en forma
univoca, a(z,) + A(z,) también lo hace. De aqui resulta

{Yola(z)) =1} DY u(Mz) =0

A(zv)ELy

En consecuencia, }_(, jer, Yo(A(z0)) = 0.

Para la afirmacién v), consideremos «(z,) = ag+ay 2o+ -+ 12871y A(2y) =
Ao+ XNzy + -+ )\v,lzg’l Tenemos que a(zy)A(zp) = agho + (@A + @A)z, +

o ( :;(1) apAp_1_x)207Y, pues 2% = 0 si k > v. Por lo tanto,
Y aGMz) = Y e o S iR e
A(zv)€ELy A(zy)€EL, A(z0)ELy
Z Z}; o T (arAv_1-%)
A(zv)€ELy
Z CT'(Ao%—l) C‘r Ayv_100)
p
A(zy)ELy
Esta tltima suma es igual a la suma sobre todas las v-plas (Ag, A1, ..., Ay—1) donde

Ai € L. De aqui se sigue:

P e D DN ¢S PR EA

A(qu)eL'u (>‘07>\17~~-7>\v—1)
_ E 4‘7'/()\0(11;71) E CT Av—100)
P
Xo€L Av—1€L
vd

= § e()\oav—l) ce g 6()\1,_10(0) =4q

Ao€L Av—1€L
cuando ay = -+ - = @y, = 0, y 0 en caso contrario usando la proposicién 9. O

A continuacién extendemos las funciones 7, y v, a la [ -dlgebra A. Definimos
la funcion 7* de la siguiente manera:

(10) Z TU, ZU, y

donde A(z,,) € L,, y Ty, es la correspondiente funcién 7 sobre cada L;-algebra L.,
para ¢ = 1,...,r. De manera que tenemos la siguiente proposicién analoga a la
proposicién 8.

Proposicién 11. La funcién 7* es una aplicacién [F,—lineal sobreyectiva del dlge-
bra A en Fy,.
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Extendamos ahora la funcién v, para ello definimos la funcién ¢* : @._; L,, —
p,, mediante la relacion:

* T 2 i To; (A(2v;
B A(z)) £ = (T AED) = (Fim TG

Tvy (A(zﬂl )) Top A Zup
=¢ G (A(zv,))

(11) =P, (A(20,)) Yo, (M(20,.))
En la siguiente proposicién presentamos algunas propiedades de esta funcion:
Proposicién 12. i) ¥*(0,...,0) =1.
ii) ¢¥* es un epimorfismo del grupo aditivo de la F,—dlgebra A en el grupo
multiplicativo p,,.
ili) Existe A(zy) € L, tal que ¥*(A(z,)) # 1.
) Yaenyer (A=) = 0.

V) w*(k(zv)a(zv)):{qm, si a(z,) =0,

0 en caso contrario.
A(zy)EA ’

donde m = dyvy + - -+ + d,v,.

Demostracion. La parte i) es inmediata de la definicién de ¢*. Las partes ii) y i)
se sigue del hecho que la funcién 7,, es sobreyectiva de acuerdo a la proposicién
8. Para probar v), utilice 7). En v), si a(z,) = 0 la suma tiene el valor ¢™.
Consideremos el caso en que a(zy,) # 0 para algun .

S A)al)

A(zy)EA

Z Yoy (A (zuy)(z0,)) + - Yo, (A(20,)a(20,)) + -+ Yo, (M(20, )(20,.))

A(zy)EA

= Z Yoy (A(20y)a(20,)) =+ o, (M20,)a(z0,)) - Yo, (A(20,)(20,))

(A(zo1)5-A(20,)) EA

Z Yoy (A(20, )r(z0,)) - Z Vo, (A2, )(20,)) -+ Z Vo, (A(20,)a(20,))

A(Zul)eLul >\(Zu )eLzr )\(Zv,,,)ELrUT
=0
donde hemos utilizado que «(z,,) # 0 y la proposicién 10,v). O

A continuacién mostramos la existencia de una serie de Fourier finita para las
funciones aritméticas modulares. Para empezar, para a(z,) € L,, definimos

50(20)(04(21))) = Py(alzy)o(zy)) -

Proposicién 13. Si a(z,), 5(zv), 7(%v), 0(2v) ¥ 01(2y) € Ly, tenemos:
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v)
(Eo(z0)  Eor(zn))(a(20)) = > €o(2) (B(20))eq, (2,) (V(20))
a(zy)=B(z0)+7(20)

_ q“deg(z“)(a(zv)), si o (2y) = 01(20),
0, en otro caso.

Demostracion. Las afirmaciones dadas en i), ii) y iii), se deducen de manera in-
mediata de las propiedades de la funcion 1, consignadas en la proposicion 10. Para
iv), utilizamos que 1, (—a(zy)) = ¥u(a(z,)) . Para v), observe que

Z Ea(zv)(/B(Zv))gal(zu)(’Y(zv))

a(zy)=P(zu)+7(2v)

= Z <€a(zu)(()‘(zv) - ’y(zv))gal(zv)(’}/(zv))

"/(Zv)el‘v
= Z 50’(21))(05(21)))50(21,)(77(21)))601(21,)(7(211))
'Y(Zv)eLv
= Z Ea(z,,)(a(zv))gol(zv)fa(zv)(’Y('zv»
'Y(zv)eLv
= 5U(zv)(a(zv)) Z 501(zv)—o(zv)(7(zv))
Y(2v)ELy
= 50(21,)(0‘(%)) Z Uy [(01(20) — 0(20))7(20)] = Ea(zv)(a(zv))quv
Y(zv)ELy

cuando 0,(2,) = 0(z,) ¥ 0 en caso contrario, de acuerdo a la proposicién 10,v. O

Como &,.,) depende de 0(z2,), cuando éste varfa en L, tenemos que hay a lo més
q¥? funciones de este tipo. La siguiente proposicién nos dice que hay exactamente
q¥? funciones.

Proposicién 14. Las ¢q¥¢ funciones €5(z,) Son linealmente independientes.

Demostracion. Tomemos g = ZU(%)GLU Ug(2,)E0(z,) = 0 con ay(. ) € C. Usando la
parte v) de la proposicién anterior, tenemos

_ _ vd _
Gz = D o(e)(Ea(z) Ear(z) = oy (2)0 0 () = O
O'(ZU)ELU

lo cual exige que a,, (-,) = 0 pues £,, >,y # 0( por definicién). O

Proposiciéon 15. Si F' es una funcion aritmética sobre L,, entonces de manera
dnica

F= Y foe)fotz)

o(zy)EL,
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donde )
fa(zv) = ~od Z F(’Y(zv))go(zv)(_’Y(zv))'

q Y(2v)ELy

Demostracion. Tomemos un «(z,) € L,, tenemos:

Z fo’(zv)so(zv)(a(zv))

0(zv)ELy
= 2 aa 2 FOGEDe) (@) @)
o(zq,)EL V(20 )E L,

= vd Z Z 8cf(z )( (Zv) - 'Y(Zv))

0(20)E€Ly Y(20)ELy
1

= qW Do OF((z) Y ot (alz) = v(2)
Y(zv)ELy o(zy)EL,

= F(y Z Yu(o(20)(a(z0) = v(20))
Y(2v)E Ly cr(zv)eL,,

= F(a(z)),

de acuerdo a la proposicién 10,v). (I

Este resultado muestra que para cada funcién aritmética F' de L,, existe un
desarrollo en serie de Fourier finita con respecto a la C-base ¢,., ), de la C-élgebra
de las funciones aritméticas definidas sobre L,, donde

(F - G)(a(z0)) = > F(B(z0))G(v(20))-

a(zy)=B(zv)+7(20)

Si para a(zy,) € A definimos
Eo(z)(@(20)) = ¥ (a(20)0(20))

obtenemos proposiciones para el caso del dlgebra A andlogas a las proposiciones 13,
14 y 15 con demostraciones similares, las cuales omitimos.

De esta manera tenemos que para cada funcién aritmética F del algebra A,
existe un desarrollo en serie de Fourier finita con respecto a la C-base €4(2,) de la
C—4lgebra de las funciones aritméticas definidas sobre A, donde

(F- G)((zy)) = > F(B(2))G(v(20))-

a(zv):,@(z1,)+'y(zv)
2. Sumas de Gauss y Ramanujan en la L—algebra L,

Definimos una suma de Gauss de la siguiente manera:

gv(ﬁ(zv))§x> = Z X(O‘(zv»wv(a(zv)ﬁ(zv)) )

O‘(ZU)EL:;
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donde x es un caracter de la L—algebra L,. De la definiciéon de caracter vemos que
esta suma se hace sobre los elementos invertibles del algebra L,. A continuaciéon
demostramos algunas propiedades béasicas de estas sumas.

Proposicién 16. Sean x un cardcter de L, y 3(z,) € L. Entonces

90 (B(2z0); x) = X(B(20))g0(1; X) -

Demostracion. Para x un cardcter de Ly, x(8(zy))X(0(20)) = 1, si B(zy) € L. En
consecuencia,

X(e(z0)) = x(a(20))x(B(20))X(B(20)) = x(a(z0)B(20) ) X(B(20))

de aqui se sigue facilmente el resultado. (I

Una suma de Gauss se dice separable si

gv(ﬁ(zv);X) = y(ﬁ(zv))gv(l; X) .

La proposicién anterior nos muestra que g,(3(z,); x) es separable si ((z,) € LX.
Cuando ((z,) ¢ L}, tenemos la siguiente

Proposicién 17. Siy es un cardcter de L, y B(z,) ¢ L}, la suma de g,(5(2); X)
es separable si, y sélo si, g,(6(z,);x) =0

Demostracion. Por definicién, X(8(z,)) = 0si 8(z,) ¢ L. En consecuencia, g, (5(2y); x)

= 0siy sélo si g (B(20); X) = X(B(20))gv(1; x), es decir, si, y sélo si, g,(B(z0); X)
es separable. O

Proposicion 18. Para una suma de Gauss g, y x un caracter de L,, tenemos lo
siguiente

g V(g —1), six=xoyB(z)=0,
)0 six = xo ¥ B(z) #0,
gu(Bz); x) = 0, si X # Xo v B(z0) =0,

X(B(20))g0(1, %), X # Xo ¥ B(20) €

h
< X

Demostracion. Se sigue de la definicion de caracter principal, de la proposicién 10,
la proposicién 5 y la proposicién 16 respectivamente. ([l

Observe que los casos interesantes se presentan cuando consideramos x # Xo ¥

Blzv) & L.
Proposicion 19. Si g,(a(z,); x) es separable y x # Xo, entonces

|gv(1;X)|2 = Card L, = qu .
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Demostracion. Tenemos que

190 (LX) = 90(1;090(1x) = go(Lx) Y X(e(z0))¥0(c(z0))

a(zy)EL,

= gu(1;x) Z X(a(z0)) v (—a(z0))

O‘(Zv)ELv

= Y a0R@E)b(—alz)

- Z Z X(ﬂ(zif))¢t)(Oé(zz;)(ﬂ(zv) — 1))

= X(B(z)) Y wula(z)(B(z) = 1)) = x(1)¢"" = Card L,

B(zv) €Ly a(zy)€Ly

si B(zy) = 1, de acuerdo a la proposicién 10,v. O

Ejemplo: Para x # xo, tomemos y(z,) € L. De la definicién de suma de Gauss
es facil ver que en cada sumando podemos reemplazar a a(z,) por v(z,)a(z,) sin
que la suma se altere. Asi tenemos que

gv(l;X) = Z Y(OJ(ZU)’V(ZU))’(/JU(’Y(ZU)CY<ZU))

Y(2v)ELy

= Y X(@z)X(r(2) e (v(z0)(20))
Y(2v)ELy

ZY(a(Zv)) Z Y(V(%))E(V(Zv)a(%)) :

Y(zy)€ELy

Utilizando la proposiciéon 19, tenemos

x((20))q" = x((20))gu (1 X) g0 (15 X)

= x(a(z0)go (L X)X((20)) Y X(v(20)) P (V(20)x(20))
Y(zv)€ELy

= gu(1;x) Z X(7(20) 00 (V(20)ax(20)) -

Y(2v)ELy

De aqui resulta

wwm:%ﬁ” S X T((z)a(z).
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Si a(zy,) =0, como x(a(zv)) =0y >, )er, X(7(20)) = 0 se conserva la igualdad.
La anterior expresién es el desarrollo en serie de Fourier finita de x(a(z,)) sobre
C (véase la seccién anterior).

Definimos una suma de Ramanujan por medio de la siguiente expresion

e(B(z) = D wulalz)B(z0))-

a(zy)ELY

Observemos que si tomamos x = xo en la definicion de suma de Gauss, vemos
que una suma de Ramanujan es un caso especial de una suma de Gauss y tenemos
facilmente la siguiente

Proposicion 20.

i) ¢,(0) = Card L.
i) ey(a(zy)B(20)) = cu(B(2v)) si a(zy) € LY.

Ahora pasamos a definir sumas de Gauss y de Ramanujan en el algebra A.
Definimos una suma de Gauss de la siguiente manera:

gr(B(z)ix) = Y xl(a(z)v (a(z,)8(2.)),

azy)EAX

donde x es un cardcter de la F,—dlgebra A.

De la caracterizaciéon realizada en la proposicién 3, tenemos:

g(B(z))ix) = Y xl(a(z)d (e(z,)B(20))

a(zy)EAX
= Guy (B(20,))ix1) 9o (B(20,))i Xi) -+ * 9o, (B(20,)); X))

en donde hemos tomado x = [[;_, xi-

Tomando x = xo en la definicién anterior de suma de Gauss en el dlgebra A
obtenemos la suma de Ramanujan:

cn(B(z0)) = Z YV (a(z0)B(20)) -

o(zy)EAX

3. Aplicaciones

En esta seccién mostraremos, en primer lugar, cémo se aplican estas sumas para
hallar el nimero de soluciones de algunas ecuaciones algebraicas en las algebras L,
y A. Para tal fin extendemos un resultado clésico en el anillo de los enteros debido
a Libri(veanse [2], [18], [19] ¥ [13]). En segundo lugar presentamos la versién en el
algebra L, de un resultado sobre particiones obtenido por Nageswara Rao en el
anillo de polinomios (véase [21]). Antes de continuar, recordemos que si N,, designa
al nimero de soluciones en L} de la ecuacién

ft1,.. . tn) =0
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donde f(t1,...,tn) € L[[Z]][t1,-- -, tn], la expresién

1+ ) NI
v=1
se dice la serie de Poincaré del polinomio f(t1,...,t,). Se ha conjeturado, tal co-
mo el caso racional (demostrado por Igusa [1], [3]), que esta serie es siempre el
R(T
cociente de QER; de dos polinomios R(T), Q(T) € Z[T]. Como consecuencia de los

resultados que siguen, se puede verificar que en los casos que consideramos este es
el caso.

3.1. Un andlogo de un viejo resultado de Libri ( [18], [19] y [13]). El anélo-
go, que nos permite calcular en teoria N, para cada v, es el siguiente:

Proposicién 21. Sean F(t,...,t,) € Ly[ti,...,ts] ¥ N, el ndmero de soluciones
de la ecuacién F(t,,...,t,) = 0, entonces

M=z X% o X tilaGa) Pt t)

a(zy)ELy, t1€L, tn €L,

qid 3 S Gl F b t).

a(zv)ELv (t17t21-“7tn)€LLl

Demostracion. El lado derecho de la anterior igualdad lo podemos escribir de la
siguiente manera

% > S Gla(z)F(t, ... t)]

1 a(zy)€Ly | (t1,05tn)ELY
F(t1,.tn)=0
Y dulalz) . t)]
(t1eytn ) ELT
F(tla-“vtn)?éo
1
=i 2 Nty X X wle)F( )] =Ny
a(zv)€ELy (t1estn )ELT a(2y)E Ly
F(t1,tn)#0
donde hemos usado la proposicién 10, v). 0

Para cada a(z,) € L, definimos w(«(z,)) como el menor exponente de las poten-
cias de z, que aparecen en a(z,) # 0y w(0) = 0. De manera que 0 < w(a(z,)) <
v — 1. De la definicién tenemos que, si a(z,) € L, w(a(zy)) = 0 ya que o, # 0;
por otro lado si w(a(z,)) # 0 tenemos que a(z,) ¢ LY v a(z,) # 0.

Proposicién 22. Sean a(z,) € L, con f(a(z)) = j y v(20) =70 + 7120 + -+ +
Vo—jZe ) A+ yeorzy Al que a(z,)y(20) = 0. Entonces y9 = m = -0 =
Yo—j—1 = 0. Es decir, ¥(zy) = Yp—jz0 0 4+ yp_1257 L
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Demostracion. Como w(a(z,)) = j se tiene que a(zy,) = ajzd + -+ + 1257}

donde los a; € L parai =j,...,v—1y a; # 0. Realizando el producto e igualando
a cero tenemos:

’}/()Ozj =0
Yoj+1 + V10 = 0

YoOy—1 +V1OQy—2 + -+ Yy—j_105 =0

recuerde que z! = 0si t > v. Como «; # 0, de la primera ecuacién se sigue vy = 0.
De la segunda ecuacion tenemos y; = 0 ya que 79 = 0 y o; # 0. De manera sucesiva

se llega a que v =71 = = Yv—j—1 = 0. Observe que no importa los valores que
tomen v, para k > v —jy cuando estos son no nulos muestran que el algebra L,
tiene divisores de cero. O

A continuacién aplicamos la proposicién 21 al caso de ecuaciones lineales.

Proposicién 23. Sean F(t) = a(z,)t + B(zy) € Ly[t], a(zy) # 0, f(a(z0)) =J ¥
N, el niimero de soluciones de la ecuacién F(t) = 0, entonces

q¥, sij >0y p(z)=0,
N, = qdj7 sij>0yw(B(z)) =7,
0 en otro caso.

Demostracion. Sabemos por la proposicién anterior que

quNv = Z Z Yo [v(20) F ( Z Z Yolv(20)(a(z0)t + B(20))]

Y(2y)ELy tELy Y(2o)ELy tE€Ly

= Z Z '(/)v Zv ) ]djv[ ( v)ﬁ(zv)]

Y(2v)ELy tELy

= Z 77[}11 v ZU Z wv Zv v) ]

Y(2y)ELy teL,
(12)

= Z bu[y(20)B(20)]a"
Y(zv) €Ly
v (20)a(zs)=0
Como w(a(z,)) = j se tiene que a(z,) = ;2] + -+ + ap—122~ ! donde los a; € L
para i =j,...,v — 1y o # 0. De la proposicién 22 tenemos y(z,) = %,jz}j_j +
-+ 7,_12°~! y por un simple conteo, tenemos que hay ¢% de estos ¥(z,), es decir,
la suma (12) tiene ¢¥ sumandos.

Si F(t) = 0 tiene solucidn, existe o(z,) € L, tal que a(z,)o(zy) + B(z,) = 0
de donde ((z,) = —a(z,)o(z), en consecuencia, w(5(zy)) = w(a(zy)o(zy)). Si
tomamos w(o(z,)) = k, como w(a(z,)) = j se tiene 5(z,) = 0 6 w(B(2y)) = j. En
efecto, a(z,)o(z,) = 0 si k+ j > v pues 2!, = 0 para todo ¢ > v; en caso contrario
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2+ £ 0y w(B(2,)) =k +j > j. Reemplazando el valor de 3(z,) en la suma (12)
tenemos:

Z wv['y(zv)ﬁ(zv)}qu = Z wv['7(2'11)(_0‘(2@)0(%))](1”(1

Y(2v)ELy Y(2v)ELy

Y(2v)(20)=0 Y(zv)(z0)=0
= Z %[—(W(zv)a(zv))o(%)lqu
Y(2v)ELy
'y(zl,)a(zv):O
_ quqdj
de donde N, =
O
Proposicion 24. Sean F'(t,,...,t,) = B(zy)+ai(z0)ti+ - +an(2y)tn € Lylty, ..., tn],
w(a;(2y)) = ji, j = min{j;} parai=1,...,n y N, el nimero de soluciones de la
ecuacién F(t,,...,t,) = 0. Entonces
q¥(gv"t, i >0y B(z) =0,
Ny =qq%(g")"", sijz0yw(B(z)) =7,
0, en otro caso.

Demostracion. Por la proposicién 21 se tiene

¢No= > N N wu(z)F ()

Y(2y)ELy t1EL, tn €L,

DTN D bur(z0)(B(z0) + au(zo)t - an(z0)t)]

Y(zy)ELy t1E€Ly tn€Ly

= D D Y tuhE)BE bz ()] by (z e (z0)t]

Y(2y)ELy t1€Ly tn €Ly

> lr(z20)B(z0)] Y buly(zo)as(zo)t] Y oy (ze)om (2]

Y(2y)ELy t1€L, tn €L,

Z by ['V(Zv)ﬁ(zv)] T Z Py [7<Zv)anfl(zv)tn71]qu

Y(zy)EL, tn_1€L,
an(z0)7(20)=0

(13) = > Yoly(20)B(20))(a")".

Y(2v)ELy
a1 (20)Y(20)=0," ,0n (20)¥(24)=0

Haciendo uso reiterado de la proposicién 10,v. Por la proposicién 22, w(y(z,)) =
v—jy como j = min{j;}, es claro que a;(z,)v(2,) = 0, parai =1,...,n, y la
suma (13) tiene ¢¥ sumandos.

Si F(t1,...,t,) =0 tiene solucidn existen o1(zy),...,0n(2y) € L, tales que

(14) ﬁ(zv) = _(al(zv)al(zv) +o A+ an(zv)an(zv))-
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Por consiguiente, w(3(zy)) = w(oy (20)0, (20)+ - ~+0n(20)0n(2y)). Tomemos w(o;(2,)) =
ki v k = min{k;}, para i = 1,...,n. Dado que w(w;(z,)) > j, tenemos que
B(zy) = 0 6 w(B(z,)) > j. En efecto, a;(zy)oi(2,) = 0, para i = 1,...,n si
k+j > v pues 2z, = 0 para todo t > v y por tanto 3(z,) = 0; también puede
suceder que al hacer todas las sumas en (14) de 0 y asi 8(z,) = 0. De lo contrario,
existe un 2z # 0 con k + j <=r < vy por tanto w(B(z,)) = r > j. Reemplazando

el valor de 3(z,) en (13) se tiene que N, = (¢*%)" " 1q¥. O

Proposicién 25. Sean F(t,,...,t,) = B(2y) +t, + a(2,)tF2 + -+ + a,(2,)th €

Ly[ty, ... tn], ki enteros positivos para i = 2,...,n y N, el nimero de soluciones
de la ecuacién F(t,,...,t,) = 0. Entonces
Nv — (qu)n—l

Demostracion. Nuevamente por la proposicion 21 se tiene
quNv =
Z Z T Z Uy [7(21))(5(21)) +t, + 0‘2(21))t§2 + o+ an(zv)tﬁ,ﬂ)]

Y(2v)ELy t1E€Ly tn €Ly
> bu1(2)Bz0)] Y Yulv(ze)an(z)tir ] > wuly(z)t
Y(2v)E L, tn €L,y t1€L,

= (¢")"

si v(zy) = 0 de acuerdo a la proposicién 10,v.

O

3.2. Un resultado de Nageswara Rao. Sea n un entero mayor que cero y

ni,...,Nn, enteros mayores o iguales que cero que satisfacen la condicién n = n, +
-+ +mn,. Tome mp =ny +---+ng con k=1,...,v. Para a(z,) € L, designamos
con N,(a(z,)) al niumero de soluciones (v,(zy), ..., 7.(2v)) de la ecuacién:

Yi(20) - Yu(20) = a(z0),

que satisfacen las condiciones:

w(’}/jl (20)) =0, j, =1,...,m,,con Vi1 (20) # 0,
w(,(20)) =1, jo=my +1,...,m,,

w(PYjv(ZU)) =v—-1,j,=m,,+1,...,m, =n.

Proposicion 26. Con las anteriores notaciones, tenemos

Ny(a(zy)) = vdZ{Hcv it1 (77" (20— 1+1))}Cv—l(a*(zv—l))-

Demostracion. Es claro que N, (+) es una funcién aritmética. Luego en virtud de la
proposicién 15 se tiene:

(15) Nv(a(zv)) = Z fT(ZU)ET(ZU)(a(ZU))ﬂ

T(2v)€Ly
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donde f'r(z = qv%d Z B(zv)ELy N(ﬁ(zv))g'r(z,,)(_ﬁ(zv» , es decir,

fT(ZU) = Z N [ T(Zv)ﬂ(zv)]

ﬁ(zv)eL

e > > bol=7(20) (Bizs) + Ba(20) + -+ + Bu(20))]

B(20)ELy (B1(20),-+,8n(2v))
w(Bji(zv))=i—1

donde la suma se hace sobre las n-plas (5;(zy), ..., 8.(2y)) que satisfacen

B(zv) = Bi(z0) + Ba(z0) + -+ + Bul(2v),

w(ﬁjl(zv)) = O Y jl = 17"'?m1700n /3.]1(2’0) # 07
w(ﬁjz(zv)) = 1 ) j2 =m, + 1a'~-7m2a

w(Bj, (%) =v—1,j,=m, ,+1,...,m,=n

cuyo nimero es precisamente N, (3(z,)). Utilizando la proposicién 10 tenemos:

f‘r(z“) = L Z Z H "/}'u ZU /Bk Z’u)]

g B €L (Ba () (20)) k=1

w(Bji(zv))=i—1

Haciendo (;, (2v) = Bji(2y) podemos escribir

fT(Zv) = % Z H H w’u ZU /6]7/(21))]

q Bji(2) i=1j=1
w(Bji(zv))=i—1

reemplazando (;;(2,) por o(z,) € L, tal que w(o(z,)) =i — 1 obtenemos

fren == 2 HH% o(z)]

q o(zy) i=1j=1
w(o(zv))—i—l

UdHH Y bulr(z)o(z)]

i=1j=1 o(2y)
w(o(zy))=i—1

(16)

Como w(o(z,)) = i—1, se tiene que 0(z,) = 0,_, 28+ +0,_,22 "t donde o,_, # 0

Y 0iy...,0,_, € L son arbitrarios. Si tomamos 7(z,) = 7o + T2y + -+ + T, 2071
tenemos
(17) U(Zv)T(Zv) = 7'00'1-,122_1 Rl (Z U'vfkflTk>Z:;)_17

y aplicando 1, se llega a

trp e (=2 0p_k—1TR)
Yy[—0(20)7(20)] = G o e B

De aquf es claro que para hallar el valor de 1, [—0(2,)7(2y)] sélo tienen relevancia
los v — i + 1 valores 74, 7y,...,7,_; en la expresién de 7(z,) y los v — i + 1 valores
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Gi_1y---,0,_; en la expresion de o(z,). Ademés todos estos valores son arbitrarios,
a excepcion de o,_;. Debido a esto, consideremos los siguientes elementos sobre el
algebra Ly_; 4,

* v—1
0" (Zy—it) = Ois + O Zpigr + 012y iy,

* LU i
T (Zv—i—i-l) =To+ TZp—iy1 + -+ ToiZ,_ i1

de manera que,

* * tr p(—Zv;i Ov—k—1Tk)
Yo—it1[—0" (2o—i41) T (2o—it1)] = G o peo T Yol—0(20)7(20)],
es decir, podemos reemplazar la suma
Z Yo7 (20)0 (20)],

w(o(zy))=i—1

de (16) por la suma
> Yo—igr [T (o—it1) 0" (zo—ig1)],
w(o* (2y—it1))=0

que corresponde a la suma de Ramanujan ¢,_;11(7*(2y—i+1)). De lo anterior ten-
emos,

Jr(z) = T H H Z Yo—it1[=T (2o—i+1)0 " (2v—it1)]

=1 j=1 w(0* (25— i41))=0

= vdHHCU z+1 Z’U z-‘rl))

i=15=1
(18) vd Hcv i1 (T (Zo—it1))-

Reemplazando (18) en (15) obtenemos,

Ny(a(zy Z Hcv z+1 * (20— %+1))57(zu)(_a(zv))

T(ZU)GL i=1

2 Hcv o (7 i) [~ (20) (2]

T(ZU)ELU i=1

(19) = qidi Z HCU Z+1 *(2u— z+1))¢v[ (Zv)a(zv)]

w(T(zy))=7 1=1

Tenfamos que T*(2y—it1) = To + TiZv—it1 + - + Ty_iZp_ Z—&-l Si w(t(zy)) = J
definimos
J v—1 P .
Ti% T T2y sij<v—i+1,
(20) 7 (2o—ig1) == v v ] .
0, sij>v—1+4+1,
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aplicando (20) a (19) obtenemos,

Ny(a(zy)) = q% Zo chi—i-s-l(Tj*(zfol)) Z Uy [=T(20)a(20)] ¢

w(T(z0))=7

Como w(7(z,)) = j siguiendo el mismo razonamiento realizado en (17) tenemos:

M(a(zv)):qf@i L eoa (77 (i) b o (@7 (20 y)
=0 Li=1

tal como se queria. O
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