FUNCIONES ZETA LOCALES DE IGUSA
DE ALGUNOS POLINOMIOS

John Jaime Rodriguez Vega



Indice general

Introduccién 1
1. Cuerpos Locales 4
1.1. Valores Absolutos . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 4
1.2. Propiedades de los cuerpos locales no arquimedianos . . . . . 8

1.2.1. Estructura aditiva de los cuerpos locales no arquime-
dianos . . . . . ... 9

1.2.2.  Estructura multiplicativa de los cuerpos locales no ar-
quimedianos . . . . ... ..o 9

1.2.3. Otras propiedades de los cuerpos locales no arquime-
dianos . . . . ... 10
1.3. Clasificacion de los cuerpos locales no arquimedianos. . . . . . 12
1.4. La serie de Poincaré . . . . . . . ... ... ... ... .... 14
2. Funciones Zeta Locales de Igusa 16
2.1. Medida de Haaren K . . . . . . . ... ... ... ...... 19
2.2. El espacio de funciones de Schwartz-Bruhat . . . . . ... .. 20
2.3. Cuasicaracteres en K™ . . . . . . . . ... ... ... ... .. 21
2.4. Propiedades analiticas de Zg(s,x, f) - . . . . . . . ... ... 23
2.5. Relacion con la serie de Poincaré . . . . . ... ... ... .. 25
2.6. Sumas exponenciales . . . .. ... .o 26
2.7. Uncasoclasico . . . ... ... .. ... .. ... ... 27
2.8. La féormula de la fase estacionaria de Igusa . . . . . . . .. .. 28
2.8.1. Elcaso X 7 Xiriv  « « « « v o e e e 33
2.9. El caso no arquimediano . . . . .. .. ... 34

3. Racionalidad de la funcién zeta local de Igusa asociada a un

polinomio cuasihomogéneo 35
3.1. Preliminares . . . . . . . . . 37
3.2. Racionalidad de la funcién zeta . . . . . . . . . . . ... ... 41

. Calculo de la funcién zeta local de Igusa para algunos poli-

nomios particulares 44
4.1. Singularidades de Du Val-Klein . . . . ... .. ... ..... 44

1



4.1.1. Célculopara Fg . . . . . . . . ... ... .. 45

4.1.2. Célculopara F; . . . . . . .. ... 49

4.1.3. Célculopara Fg . . . . . . . . ... ... ... ... 54

4.1.4. Célculopara A, . . . . . . .. ... L. 58

4.1.5. Célculopara D, . . . . . . . . .. ... ... ... .. 61

4.2. Formas fuertemente no degeneradas . . . . . . . . .. .. ... 65
4.3. La funcién zeta local de Igusa para (z? —y®)(z® —93) . . . . . 67
Bibliografia 75



Introduccion

En 1965 ANDRE WEIL [Wel] introduce las funciones zeta locales

Zo(s. . £) = [ @ax(ac F@)If )l ldal, (1)

donde K es un cuerpo local no arquimediano, ® es una funciéon de Schwartz-
Bruhat, x es un cardcter de O, el grupo de unidades del anillo de enteros de
K, |z|x = ¢ "™, donde q es el cardinal del cuerpo residual de K, v(z) es la
valuacién normalizada por v(mw) = 1, donde 7 es un pardmetro uniformador
fijo y |dz| es una medida de Haar en K normalizada por fOK |dx| = 1. Weil
estaba interesado en mirar con técnicas adelicas, los trabajos sobre la teoria
aritmética de las formas cuadraticas de C. SIEGEL. Diez anos mas tarde
JUN-1CHI IGUSA, interesado en la teoria de formas de grado mayor a dos,
estudia las propiedades bésicas de (1) para f(z) arbitrario, Igusa motiva su
estudio para encontrar resultados generales sobre sumas exponenciales que
estan asociadas a estas formas.

Igusa muestra, utilizando el profundo teorema de resolucion de singulari-
dades en caracteristica cero de H. HIRONAKA, que para un y fijo (1) es una
funcion racional de t = ¢~° esto siempre y cuando K tenga caracteristica
cero.

Diez anos mas tarde JAN DENEF dio una nueva demostracion de este
resultado. En este caso las herramientas vinieron de la logica matematica; de
manera mas precisa de un teorema fundamental de A. MACINTYRE que afir-
ma que los cuerpos p-ddicos @, admiten una eliminacién de cuantificadores.
Hay que decir que los resultados de Igusa y Denef no son constructivos,
asi aunque se sabe que las funciones zeta locales son racionales, en el caso de
caracteristica cero, no se tiene atin un método general para calcularlas.

En el caso en el que K tenga caracteristica positiva, no se tiene hasta
el momento un resultado que garantice, de manera general que estas fun-
ciones zeta locales son racionales, en efecto no poseemos hasta el momento
una teoria suficientemente general de resolucion de singularidades en carac-
teristica positiva, como para generalizar la demostracion de Igusa, y por el
lado de la légica los anillos que nos interesan no poseen una eliminacién de
cuantificadores que permita extender los resultados de Denef. Asi en este
caso el problema de la racionalidad de las funciones zeta locales esté abierto



aun. Los resultados més generales conocidos hasta el momento son obra de
un colombiano, el profesor WILSON ZUNIGA [Z-G1] y [Z-G2].

Estas funciones zeta locales, llamadas ahora funciones zeta locales de
lgusa estéan relacionadas con el niimero de soluciones de congruencias médulo
7" Ok y con sumas exponenciales modulo 7" O . También como dice Denef
en su Report [D2] existen conexiones de las funciones zeta locales de Igusa
con topologia y teoria de las singularidades; también hay varias conjeturas
relacionadas con ellas. Para mas informacion le recomendamos al lector leer
el Report de Denef. Integrales como éstas también empiezan a aparecer en la
estimacion de las soluciones de ecuaciones pseudo-diferenciales sobre cuerpos
p-adicos [Z-G6], ecuaciones que empiezan a aparecer en el uso del andlisis p-
adico a modelos cuanticos de la fisica. También las funciones zeta locales de
Igusa empiezan a tener aplicaciones en criptografia, por lo que sugerimos al
lector consultar [Z-G3].

En 1994 Igusa descubrié que existe un método conocido como formula de
la fase estacionaria para integrales p-ddicas [14], que dicta que la forma de
una funcién zeta local de Igusa esté relacionada con los puntos singulares de
f(z) médulo 1Ok Este es un procedimiento iterativo que permite en muchos
casos calcular las funciones zeta locales de una manera bastante explicita.

Lo que haremos en este trabajo es calcular con la ayuda de la formula de
la fase estacionaria de Igusa, las funciones zeta locales de varios polinomios.
Los calculos que haremos seran independientes de la caracteristica lo cual
hace plausible pensar que las funciones zeta locales siempre son racionales,
sin importar la caracteristica.

En el primer capitulo expondremos las propiedades basicas de las cuerpos
locales que necesitaremos. A continuacién, en el segundo capitulo, definimos
las funciones zeta locales de Igusa y estudiamos algunas de sus propiedades
bésicas, en el tercer capitulo, utilizando las referencias [Z-G1] y [Z-G2] enun-
ciamos y demostramos la racionalidad de la funcién zeta local de Igusa aso-
ciada a un polinomio cuasihomogéneo en el caso de caracteristica arbitraria.
Este resultado esta implicito en los trabajos de W. Zuniga y generaliza al-
gunos de los resultados de [Z-G1]. Por ltimo, calculamos las funciones zeta
locales para algunos polinomios en el capitulo cuarto.

Quiero aqui agradecer al profesor Victor Albis por sugerirme este tema
para mi trabajo de grado, por las valiosas charlas que hemos mantenido sobre
este y otros temas; y por iniciarme en el fértil estudio de las funciones zeta
locales de Igusa. También quiero agradecer al profesor Wilson Zuniga, de la
Barry University, por la inmensa colaboracién que me ha prestado en este
trabajo, en particular su colaboracién guiandome en la lectura de algunos de
sus articulos y en la presentacion de algunos de los resultados.

J. Jaime Rodriguez Vega.
Bogotéa, Octubre de 2004.



Capitulo 1

Cuerpos Locales

En este primer capitulo resumiré muchos de los resultados necesarios de
los cuerpos locales que usaremos.

1.1. Valores Absolutos

Sea K un cuerpo. Un wvalor absoluto | |k de K es una aplicacion | |k :
K — R, U0 que cumple

1) |x|x = 0si, y sélo si, z =0
2) Para todo z,y € K |zy|x = |z|k|y|x

3) Existe una constante C' > 0 tal que para todo z,y € K |2+ y|x <
Cmax{|z|x, [y[r}-

Si 3) es valida con C' = 1, diremos que | |x es un valor absoluto no arquime-
diano, de lo contrario diremos que | |k es una valor absoluto arquimediano.

Ejemplo. Sea p € Z un primo. Por la descomposicién en factores primos
sabemos que todo 7 € Q se puede escribir en la forma p”‘;’—,, con m.c.d(a’,b") =
1,pta, ptbyn€Z. Sidefinimos

’a
b
el lector podra verificar que | |, define un valor absoluto no arquimediano
sobre Q

-

=P
P

El valor absoluto definido por |z|x = 1 si # # 0y |0|]x = 0 se llama
el valor absoluto trivial. Por otro lado si | |1 y | |2 son dos valores absolutos
en K, diremos que ellos son equivalentes si existe o > 0 tal que | [, = | |§.
Claramente todo valor absoluto es equivalente a uno para el cual C' = 2y
veremos que estos satisfacen la desigualdad triangular.



Lema 1.1. Si |z + y|x < 2méx{|z|k, |y|x}, entonces n |zq + -+ + z,|x <
2n max{|zi|k, ..., |Ts| Kk} para todo n.

Demostracion. Primero observemos que por induccién
v
lzy + - 4 2or| ik <27 méx{|z1|k, -, [Tor |k}
Por otra parte, existe un tnico r > 0 tal que 2" < n < 2! luego

27+1 sumandos
w1+ A+ T|g =T+ 2, 0+ + 0k

< 2" max{|zi |k, ..., Tl }

< 2n max{|z1|g, ..., 20|k}
]

Proposicién 1.1. Si |z +y|x < 2max{|z|x, |y|x}, entonces |z +y|x <
2|k + |yl

Demostracion. Sea n > 0. Entonces

n n . n n—r,r
o ol = Vo + e = 3 ()

r=0

<2(n+1) mﬁix{| (:) Ty |k

por otro lado,

luego

‘ n n—r,r - n n=rl,r
2+ Vel )a iy < 400 3 () el ol
r=0
= 4(n+ 1) (2l + ylx)™

y, por consiguiente,

o+ gl < (4 + 1)) (

de modo que si hacemos que n — oo obtenemos el resultado. O

Ahora dado un valor absoluto en K definimos una topologia cuya base
de abiertos es
Bllk(a) ={z e K ||z —a|x < e}



Es claro que tenemos

BlIx(a) = Bl (a);
luego valores absolutos equivalentes producen la misma topologia y por la
proposicion anterior cualquiera de estas topologias proviene de la métrica

d(z,y) = & = ylk.
Lema 1.2. Respecto a la topologia inducida por la métrica d, K es un cuerpo
topologico.

Demostracion. Primero veamos que la aplicacion T, : K — K dada por
T.(x) := x4 a, donde a € K esta fijo, es un homeomorfismo.
En efecto como |z — y|x = |T,(z) — To(y) |k esta aplicacién es una isometria,
luego es continua. Claramente su inversa es T, que también es continua.
Andlogamente la aplicacién D, : K — K dada por D,(x) := ax, donde
a € K* es también un homeomorfismo.
Luego resta ver que la suma es continua en (0,0) y la multiplicacién es
continua en (1, 1), y esto el lector podra comprobarlo. O

Sea | |k un valor absoluto no arquimediano en K. Si definimos v : K* —
R por v(z) = —In(|z|k), es obvio que v define un homomorfismo, luego
v(K*) es un subgrupo aditivo de R y un conocido teorema de topologia
afirma que todo subgrupo aditivo de R es denso o es ciclico. Estaremos in-
teresados especialmente en el caso en que v(K ™) es ciclico no trivial, en cuyo
caso existe a > 0 tal que v(K*) = aZ. Si hacemos 8 = (—In(|a|x))™!, en-
tonces se puede ver que para | | = | |2 se tiene que v(K*) = Z, de manera
que siempre podemos suponer que esto ocurre. En este caso diremos que | |x
es un valor absoluto no arquimediano discreto.

Por otro lado diremos que K es completo respecto al valor absoluto | |k
si K es completo como espacio métrico

En el caso en que | |x sea un valor absoluto no arquimediano definimos

Ok ={z € K| |z[x <1}
Px ={r e K| |z|xg <1}
Lema 1.3. Ok es un subanillo de K yv Pk es el tinico ideal maximal de Ok.

Demostracion. Para ver que Ok es un subanillo es suficiente mostrar que este
es cerrado bajo las operaciones de K; asi sean z,y € Ok entonces como | |k es
una valor absoluto no arquimediano tenemos |z + y|x < max{|z|k, |y|x} < 1
luego z+y € Of. Por otro lado, |zy|x = |z|k|y|x < 1, de modo que xy € Ok
por tanto, Ok es un subanillo de K.

Por otro lado si z,y € Pk entonces claramente © +y € Pg y si z € O
entonces |zz|x < |z|x < 1 luego zz € Pk asi Pk es un ideal de Og. Veamos
que es el inico ideal maximal. Para esto es suficiente ver que si x € Ok \ Pk,
entonces x es una unidad de Ok; pero si € Ok \ Pk entonces |z|x =1,y
como |77 g = |2|" tenemos |17k = 1, es decir 27! € O. O
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En el caso no arquimediano el cuerpo Ok /P se denomina el cuerpo
residual de K.

Con todo esto podemos definir nuestros principales cuerpos de estudio:
los cuerpos locales.

Existe alguna discrepancia en la literatura para el significado del término
cuerpo local. J.-P. SERRE [S1] lo define como un cuerpo completo respec-
to a una valuacién discreta, pero en su contribuciéon a J. CASSELS & A.
FROHLICH [C-F] suma la condicién de que su cuerpo residual sea finito. Por
otro lado, A. WEIL [We2] toma esta iltima definicién més restrictiva, pero
incluye a R y C. El primer ejemplo de un cuerpo local son los cuerpos p-adicos
Q,, los cuales fueron introducidos por K. HENSEL', en un articulo cuyo titulo
se puede traducir como Sobre el desarrollo de nimeros algebraicos en series
de potencias, el cual generaliza el uso de K. WEIERSTRASS de los desar-
rollos en series de potencias para funciones analiticas de variable compleja.
HENSEL usa los cuerpos p-adicos QQ, y sus extensiones algebraicas finitas
para proporcionar un tratamiento de los niimeros algebraicos alternativo a
la aproximacién original de E. KUMMER.

Por tal razén definimos en el caso arquimediano

Definicién. K es llamado un cuerpo local arquimediano si es completo re-
specto a una valuaciéon arquimediana.

y en el caso no arquimediano

Definicion. K es llamado un cuerpo local no arquimediano si es completo
respecto a una valuacién no arquimediana discreta y su cuerpo residual es
finito.

Nuestro primer objetivo es la clasificacion de los cuerpos locales.
En el caso arquimediano tenemos el siguiente resultado, el cual el lector
podra encontrar en [Ws, pag. 34

Teorema. Sea K completo con respecto a una valuaciéon arquimediana. En-
tonces K es isomorfo a R o C.

Por otro lado, como veremos més adelante, tenemos dos clases de cuerpos
locales no arquimedianos

= Cuerpos K/Q, donde K/Q, es una extensién algebraica finita.

» Cuerpos k((T')) de series meromorfas formales con coeficientes en un
cuerpo finito k.

Para obtener esta clasificacion mostraremos primero algunas de las propiedades
de los cuerpos locales no arquimedianos.

L Uber die Entwicklung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen, Math. Ann. 55(1902)
pp-301-336 Véase también Uber eine neue Begrindung der Theorie der algebraischen
Zahlen, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 6(1897) pp.83-88



1.2. Propiedades de los cuerpos locales no ar-
quimedianos

En este apartado K siempre sera un cuerpo local no arquimediano.
Proposicién 1.2. El ideal maximal Py de Ok es principal.

Demostracion. Como | |k es un valor absoluto no arquimediano discreto,
sabemos que la valuacién asociada v(x) definida en K* y con valores en Z
es una aplicacién sobreyectiva. Por lo tanto existe 7 € K* tal que v(m) = 1.
Verifiquemos que Px = mO0f; como v(m) = 1 entonces |m|x < 1 luego si
x € Ok tenemos |mx|x < 1y asi Px D m0Ogk. Por otro lado, sea = € Pk
luego |x|x < 1y asiv(x) > 0. Sea pues v(z) = n; entonces v(x) = v(7") y por
fuerza v(zm~™) = 0, de modo que |7~ "|x = 0. Luego zn~" € Oj,de manera
que x = 7"u, donde u es una unidad del anillo Ok. Luego Px C nOf. [

Cualquier 7 tal que Px = 7Ok es llamado un pardmetro uniformador.
De aqui en adelante 7 estara fijo.

Lema 1.4. {WTOK | 7 > 0} es el conjunto de todos los ideales propios de
Ok.

Demostracion. Claramente para todo r > 0 7Ok es un ideal propio de
Og, reciprocamente sea I # () un ideal propio de O, entonces el conjunto
{v(a) | a € T} es un subconjunto no vacio de Z*. Por lo tanto, tiene minimo.
Sea a € [ tal que v(a) = n es minimo; facilmente se ve en este caso que
I = WnOK. ]

Por lo tanto Ok es de manera trivial un dominio de ideales principales
y su aritmética es muy sencilla. Existe un tnico primo (salvo unidades) y
todo elemento a € Ok es de la forma 7"u con u € Oj. Esta expresion es
tinica ya que 7 = v(a) y u = ar"; ahora como K = Ok U Oy donde
Ox' = {27! | € Og ~ {0}} vemos que todo z € K* se puede escribir en
la forma 7"u con r € Z, r = v(x) y la expresion es tnica. En este caso u es
llamada la componente angular de x y lo notamos u = ac(zx).

Consideremos ahora los conjuntos 7Ok = {x € K | v(z) > r} donde
r < 0; estos son subgrupos aditivos de K, de hecho son Og-subméddulos
de K, y como K es el cuerpo de fracciones de Ok y si r < 0 se tiene
7 "(m"Ok) C Ok vemos que los 7" Ok son ideales fraccionarios de K. De
hecho tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.5. {7"Ok | r € Z} es el conjunto de todos los ideales fraccionarios
de K y ellos forman un grupo bajo multiplicacién.

En particular O es un dominio de Dedekind.



1.2.1. Estructura aditiva de los cuerpos locales no ar-
quimedianos

En vista de las consideraciones anteriores tenemos la cadena de grupos
aditivos

K> D720k D1 'Ok D Og D 10k D 7O D --- D {0}.

Por otro lado, como facilmente el lector podrd verificar, ||z[x — |y|x| <
|z — y|k. Luego la aplicacién | | : K — R, U0 es uniformemente continua.
En particular, v : K* — Z es continua, y como 77Ok = {z € K | v(z) >
r — 1} se tiene que cada 7Ok es un conjunto abierto, de hecho también
cerrado; luego {WTOK | r e Z} es un sistema fundamental de vecindades de
0 en K y como T,(z) = z + a son homeomorfismos, tenemos que {7"Ok +a |
re€Z,ac K} es una base para la topologia de K.

Recordemos que un espacio topoldgico es llamado totalmente disconezo
si, y sélo si, sus Uinicos subconjuntos conexos son sus subconjuntos reducidos
a un punto.

Por otro lado, recordemos la siguiente definicién: un espacio topoldgico
X es llamado 0-dimensional si, y sélo si, cada punto de X tiene una base de
vecindades formada por abiertos-cerrados, y para estos espacios tenemos el
siguiente resultado:?

Teorema. Todo espacio T} O-dimensional es totalmente disconexo.

Luego en nuestro caso K es totalmente disconexo.

Ahora sea r € Z; la aplicacién de 7"Ok en O /mOk dada por z —
7" 4+ 7Ok es claramente un homomorfismo sobreyectivo de grupos aditivos
con niicleo igual a 71O luego para todo r € Z tenemos

WTOK - OK

7TT+1OK N WOK’

pero recordemos que en nuestro caso Ok /mOf =~ F, el cuerpo finito con ¢
elementos; por lo tanto para todo r € Z y todo n > 0 tenemos

[WTOK : 7TT+”OK} = [ﬂ'TOK : 7TT+10K} e [WTJF"_IOK : 7TT+HOK] =q"

1.2.2. Estructura multiplicativa de los cuerpos locales
no arquimedianos

Para cada r > 0, 1 + 7" Og es un subgrupo multiplicativo de K*, ya que
sia=14+7"u,b=1+7"v €1+ 7"Of, donde u,v € Ok, entonces

ab=(1+7"u)(1+7v)=1+7"(u+v+7"uw) € 1 +7"Of;

2Una demostracién de esto se puede encontrar por ejemplo en S. Willard, General
Topology, Addison-Wesley, Reading, 1970, pdg. 210
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por otro lado, si a € 1+ 7"Og, entonces v(a) = 0, de modo que 1 +7"Ok C
OF y como a™! € OF tenemos que 1 =a'a=a*(1+7"u) = a ' +7"ua™?,
de manera que a™' =1+ 7" (—ua~') € 1 + 7" Ok; por lo tanto 1 + 7" O es
un subgrupo multiplicativo de O y tenemos la siguiente cadena de grupos
multiplicativos

K*D>0x 21470k D+ D{l};

en particular, {1 + 7Ok | T > 1} es un sistema fundamental de vecindades
de 1 en K*; por tanto K* es totalmente disconexo.

1.2.3. Otras propiedades de los cuerpos locales no ar-
quimedianos

En este apartado mostraremos cémo funcionan las nociones de conver-
gencia en los cuerpos locales no arquimedianos. También veremos que estos
cuerpos siempre son localmente compactos.

Lema 1.6. Sea {a,} una sucesién en K, entonces » - a, converge si, y
sélo si, a, — 0.

Demostracion. La necesidad es trivial; por otro lado, supongamos que a,, — 0
y sea m > [, y hagamos s, = > " a,. Entonces

1S — Si|lk = |1 + -+ + |k < Max |a, |k — 0;
I<n<m

luego {s,,} es una sucesién de Cauchy, y como K es completo ella converge.
O

A continuacién daremos una descripcién explicita de los elementos de
Ok.

Lema 1.7. Sean 7 un pardmetro uniformador y S C Og un sistema de
representantes de O /mOk. Entonces todo a € Ok se puede representar de
manera Unica en la forma

o0
a= E a,m", a, €9,
n=0
y reciprocamente toda serie de esta forma converge a un elemento de O.

Demostracion. Para el reciproco tenemos el teorema anterior y el hecho que
a,m™ — 0. Solo resta ver que la convergencia es efectivamente hacia un
elemento de Ogk. Pero

o0
]ZanW"\K < méx|a, ™"k < 1,
n

n=0

11



luego efectivamente la convergencia es hacia un elemento de Ok. Ahora sea
a € Ok. Existe un tnico ag € S tal que a = ap (mdéd 7Ok), de modo que
a = ag + by para algin b; € Og. Nuevamente existe un tnico a; € S tal
que by = a; (méd 7Of), de manera que by = ay + wby para algin by € Ok.
Continuando de esta forma obtenemos, para todo n,

+1

a=ayg+am+ -+ a,m" + by 7" con a; € S ;

por otro lado, b, 17" — 0 y finalmente

o0
a= E apm"
n=0

]

Usualmente es conveniente asumir que 0 € S, bajo esta suposicién ten-
€1mos

Corolario. Todo a € K es representable de manera unica como una serie
convergente

o0
a:Za,ﬂr” cona, €S a,#0, mecZ
n=m

Demostracion. Ya que a € 7Ok para algin m € Z asi 7~™a € Ok O

A continuacién pasamos a mostrar que todo cuerpo local no arquimediano
es localmente compacto. El siguiente lema es casi obvio, ya que 7" O es un
subconjunto cerrado.

Lema 1.8. Para todo r € Z, 7" Ok es un subespacio completo del espacio
métrico K.

Lema 1.9. Para todo r € Z, n"Og esta totalmente acotado.

Demostracion. Sea & > 0, y escojamos n > r adecuado para que |7"|x < €.
Por otro lado, como [7"Ok : m"Ok| = ¢" " tenemos que los ¢"~" abiertos a;+
7" Ok, donde a; pertenece a algtin conjunto de representantes de 7" Ok /1" O
en 7" Oy, cubren 7" Ok y diam(a; + 7"Of) < €. O

Con todo lo anterior ya podemos afirmar
Proposicién 1.3. Para todo r € Z, 7" Ok es compacto.

Demostracion. " O es un espacio métrico completo y totalmente acotado,
y sabemos que en un espacio métrico compacidad es equivalente a esto. [
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Ahora recordemos que un espacio topolégico X es llamado localmente
compacto si para todo z € X existe una vecindad B(z) de z, tal que la
clausura topoldgica de B(z) es compacta. Por lo tanto tenemos el siguiente
resultado, clave en la teoria de los cuerpos locales no arquimedianos.

Proposiciéon 1.4. Si K es un cuerpo local no arquimediano, entonces el es
localmente compacto.

1.3. Clasificacion de los cuerpos locales no ar-
quimedianos.

El objetivo de esta seccién es mostrar que todo cuerpo local no arquime-
diano es de uno de los siguientes tipos:

» Cuerpos K/Q, donde K/Q, es una extension algebraica finita de Q,,
el cuerpo de los numeros p-adicos.

» cuerpos k((T)) de series formales meromorfas con coeficientes en un
cuerpo finito k.

Un primer resultado que necesitaremos, es el llamado LEMA DE HENSEL.
En la literatura hay una variedad de resultados que llevan este nombre. Su
caracteristica comun es que de la existencia de una solucién aproximada de
una ecuacién o un sistema de ecuaciones en un cuerpo completo implica la
existencia de una solucion exacta de la cual la primera es una aproximacién,
esto sujeto a la condicién de que la solucién aproximada se comporte “bien”.
Estos resultados son ejemplos del proceso de solucién por aproximaciones
sucesivas, del cual se tiene noticia desde NEWTON (al menos). De hecho el
lema de Hensel se puede ver como el analogo m-adico del clasico método de
Newton para aproximar raices reales de una funcién real diferenciable.

Lema 1.10 (Lema de Hensel). Sea K un cuerpo local no arquimediano.
Sean Ok y mOk su anillo de enteros y el ideal maximal de este anillo que
corresponden a | |g. Sea f(z) € Oklx] y sea f'(x) su derivada formal. Si
existe a; € Ok tal que f(a1) =0 (méd 70k) y f'(a1) Z0 (mdd 7Ok),
entonces existe un unico a € Ok tal que f(a) =0y a=a; (méd 7Ok)

Demostracion. Veamos inductivamente que si f(z) =0 (méd 7"Of) tiene
una solucion a,,, entonces existe un inico a,;; (méd 7r”+1(9K) tal que

flans) =0 (méd 7" O0k) v appr =a, (méd 7"0f)
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para tal fin sea a,41 = a, + 7"t, buscamos t € O tal que f(a, +7"t) =0
mod K)ol f(x) =cy+cCcrx+ -+ cpx™, entonces
5d n+10 Sj f m t

cila, + 7"t)"

o Z (;) g~ ()

0 =0

NE

fla, +7"t) =
0

<.
Il

M

7

ci(al, +in"tat ") (méd 7" Ok)

Il

I
o

(2

f

es decir, necesitamos resolver la congruencia f(a,)+7"tf'(a,) =0 (méd 7" Ok),
pero por hipétesis f(a,) =0 (mdéd 7"Of), luego la congruencia se reduce

: —f(an)

ﬂ-n

an) + 7"tf'(a,) (méd 7" Ok)

—~

tf'(an) =

la cual tiene solucién tnica ¢t (méd 7Ok) ya que a, = a; (mdéd 7Ok) y
f'(a1) #0 (méd 7Ok). Por lo tanto, tenemos una sucesion {a,} en O tal
que a,i1 = a, (méd 1"Of). Por lo tanto {a,} es una sucesién de Cauchy,
y como O es completo existe a € Ok tal que a, — a y como f(a,1) =0
(méd 7" Ok), se tiene que f(a,) — 0, pero f(a,) — f(a), luego f(a) = 0.
La unicidad de la solucién es clara. O

(méd 7O0)

El siguiente lema nos sera ttil.

Lema 1.11. Sea K un cuerpo local no arquimediano de caracteristica p > 0,
entonces la caracteristica de Ok /T1Of es también p.

Demostracion. Por hipétesis, F, C K. Sea x € K tal que z € [, lo cual
fuerza que 27 — x = 0. Por lo tanto, 77 — T = 0 en Ok /7O, y como
Ok /mOk es un cuerpo finito y contiene un cuerpo de descomposicién de
xP — x necesariamente F, C O /mOk, v asi Ok /1Ox ~ Fr. ]

Como un corolario se tiene que si K es un cuerpo local no arquimediano
y su caracteristica es diferente de la caracteristica de Ok /7O, entonces K
tiene caracteristica 0.

Con estos resultados podemos ya clasificar los cuerpos locales no arqui-
medianos.
Caso de caracteristica igual

En este caso K y Ok /mOk tienen la misma caracteristica p > 0, sea
Ok /mOk =~ F,. Mostremos que F,» C K. Para esto tomemos el polinomio
f(x) = 2P 7! — 1. Por hip6tesis, existen ay, ..., a1 en O, todos distintos
(méd 7Of), tales que f(a;) =0 (mdéd 70k), v f(a;)) Z0 (mdd 7Ok);
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luego por el lema de Hensel cada uno de estos produce una raiz de f(z) =
2’71 — 1 en K, por lo tanto f(x) se descompone en K, por lo tanto K
contiene un subcampo k isomorfo a F,-. Por otro lado, el corolario de la
pagina 11, tomando como un conjunto de representantes a k tenemos que
todo elemento de K se escribe en la forma

o0
Z a7, an € k, meE7Z
n=m

y, facilmente se ve que esta representacion conmuta con las propiedades al-
gebraicas de K, por lo tanto tenemos un isomorfismo

K — F,e ((T))

(o] o
E apm" E apd™
n=m n=m

luego en este caso K ~ F,-((1)).
Caso de caracteristica diferente

En este caso K y Ok /mOf tienen caracteristica diferente, luego por lo
dicho antes K tienen caracteristica 0 y Ok /7O caracteristica p > 0. Luego
Q C K y | |k restringida a Q es equivalente a | |, [Gs|. Por consiguiente la
clausura de Q es isomorfa a Q, y asi Q, C K. El siguiente resultado clarifica
la estructura de K.

Teorema (Weil). [Gs, pag. 52-55] Sea V un espacio vectorial localmente
compacto sobre @, entonces la dimension de V' sobre Q, es finita. De hecho
K :Qp] =n,donde n=ef con f =[Ok /nO0k : F,] y e =v(p).

1.4. La serie de Poincaré

Frecuentemente es posible asociar con una sucesion S,, de situaciones
matematicas una sucesion ¢, de enteros positivos o cero, que en general son
invariantes de los \S,,. Si esta sucesién numérica es recurrente la situacion es
matematicamente hablando muy agradable, no solo desde el punto de vista de
la calculabilidad de los ¢, sino también desde el punto de vista estético, pues
pasar de ¢, a ¢,y1 €s un proceso que se comporta bien y elegantemente; en
efecto, decir que la sucesion ¢, es recurrente equivale a asegurar la existencia
de un entero n > 1 tal que para todo n > 7, ¢, puede calcularse a partir
de c1, ..., ¢, por medio de una recurrencia lineal. Se puede ver en [A-C] que
esto es equivalente a afirmar que la serie potencial formal

P(T) = i T,
n=0
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llamada la serie de Poincaré, es una funcion racional de T'. Por eso en diversas
ramas de la mateméatica una conjetura sobre el buen comportamiento de una
sucesion de invariantes se expresa proponiendo que la correspondiente serie de
Poincaré sea una funcion racional. Esto hicieron Borevich y Shafarevich en su
libro [B-S, pag. 47, problema 9], al conjeturar lo siguiente: sea f(x1,...,z,) €
Zplzy, ..., x,], donde Z, es el anillo de los enteros p-adicos, el Og de Q,
con nuestra notacion, sea N, el nimero de soluciones de la congruencia
f(z1,...,2,) =0 (méd p"Z,), donde hacemos Ny = 1, entonces la serie
de Poincaré Y °_ N,,7™ es una funcién racional de T'. Ellos se basaron en
la validez de esto en algunos casos clasicos; la solucién general vino en 1974
cuando JUN-ICHI IGUSA [I1] demostré la validez de esto como consecuencia
de resultados mas generales. Lo que mostro Igusa fue que cierta funcién zeta
local, llamada hoy la funcién zeta local de Igusa asociada a f(x1,...,z,),
es racional. En el siguiente capitulo definiremos estas funciones zeta locales
y miraremos algunas de sus propiedades. Diez anos después en 1984, JAN
DENEF [D1] dio una nueva demostracion de este hecho utilizando eliminacién
de cuantificadores en Q,; al observar que @Q, es solo un ejemplo de cuerpo
local no arquimediano, surge de manera natural la conjetura de Borevich-
Shafarevich en el caso mas general en el que QQ, es reemplazado por un
cuerpo local no arquimediano arbitrario K. Las demostraciones de Igusa y
Denef incluyen el caso en el que K tenga caracteristica cero, pero no se
pueden generalizar al caso de caracteristica positiva. Este caso es ain un
problema abierto en estos dias. En esa direccion V. ALBIS y R. CHAPARRO
[A-C], utilizando métodos elementales, mostraron su validez en algunos casos
particulares.
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Capitulo 2

Funciones Zeta Locales de Igusa

En el presente capitulo definiremos las funciones zeta locales de Igusa,
mostraremos algunas de sus propiedades, en especial su conexién con la serie
de Poincaré e introduciremos la formula de la fase estacionaria m-adica de
[gusa, un proceso iterativo que permite en ciertos casos calcular explicita-
mente la funcién zeta local de Igusa.

Presentamos primero la definicién de la funcién zeta local de Igusa y
después miramos de donde viene esta definicion.

Sea K un cuerpo local no arquimediano, O su anillo de enteros, 1Ok su
ideal maximal y Og /1O ~ F,. Para x € Ok sea v la valuacién normalizada
tal que v(m) = 1; sea ademés |z|x = ¢ "™ el valor absoluto normalizado;
sean también ac(r) = 27 @ f(z) € Oklz], x = (z1,...,2,) y ®: K" — C
una funcion de Schwartz-Bruhat, es decir, localmente constante con soporte
compacto. Finalmente sea x un caracter de Oy, es decir, un homomorfismo
continuo y : O — C. Definimos formalmente x(0) = 0. A estos datos
asociamos la funcién zeta local que llamamos de Igusa, siguiendo a J.-P.
SERRE [S2],

Zy(s, X, f) = /n‘P(w)X(aC(f(x)))lf(%)@ |dz],
donde s € C, Re(s) > 0y |dz| denota la medida producto de Haar en K™
normalizada de tal manera que la medida de O}, sea igual a 1. Estas funciones
fueron introducidas por A. WEIL [Wel] y sus propiedades bésicas para f(z)
arbitrario fueron estudiadas primero por Igusa [I1], [12].

Igusa estaba interesado en sumas exponenciales del siguiente tipo

Prp) = — 3 exp((2ruf(€)/)

P ¢ (mod pe)

donde p es un primo fijo, e es un entero no negativo, v es un entero primo
relativo con p° y f(z) = f(x1,...,7,) es una forma de grado m > 2 con
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coeficientes en Z y € € Z™. Sumas exponenciales que estan relacionadas con
la teoria aritmética de las formas de grado mayor a 2. Igusa estaba interesado
en este tipo de sumas con el fin de desarrollar una teoria de formas de grado
superior a 2 que estuviere al mismo nivel en que se encuentra la teoria de
formas cuadraticas gracias al trabajo de eminentes matemaéticos, en especial
de C.L. SIEGEL.

En el caso de formas cuadraticas A. Weil introduce estas funciones zeta
[Wel] y estudia su conexién con los trabajos de Siegel.

Por su lado Igusa, en los trabajos citados arriba, establece el siguiente
resultado en el caso de grado m > 2.

Teorema 2.1. Existe eg > 0 tal que para todo e > e
F*(up™)

es una combinacién lineal de expresiones de la forma x(u)(p¢)~*(In p¢)’ donde
X es un caracter de Dirichlet que tiene por conductor una potencia de p.

La idea de Igusa para hacer esto es trabajar en cuerpos locales no arqui-
medianos K y desarrollar una teoria de desarrollos asintéticos alli. También
introduce tres funciones asociadas con f(z).

Primero define la serie singular local

Fali) = | 0 0l

donde ®(z) es una funcién de Schwartz-Bruhat, ¢ € K, U(i) = f~1(i) ~
Sings(K) y |0i|x es una medida de Borel adecuada [I12, pag. 76]. Fp(i) da
informacién acerca de la densidad de soluciones de f(x) = 0.

A continuacién define la suma exponencial generalizada

Fili) = [ ()i (o)dal,
donde * € K y en la cual ¥ es un caracter aditivo en K que es trivial en

Ok, no trivial en 77!Ok y permanece fijo.
Por ultimo define la funcion zeta local

Zols.xof) = | Bla)(acl (@)@l o

n

Igusa muestra que Fj es la transformada de Fourier de F, es decir

Fy(i*) = / Ea(i)W (=i ldi
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y que Zg(s, X, f) es la transformada de Mellin de (1 —¢™')|y|x Fs (i), es decir

Zalsx.£) = [ Fal)ets) Iy
donde w(y) = x(ac(y))|y|5 es un cuasicaracter de K*.

Entonces lo que hace Igusa es trabajar con Zg (s, x, f). La idea era mostrar
que Zs(s, X, f) para x fijo es una funcién racional de s. Esto lo logra utilizan-
do el profundo teorema de resolucién de singularidades en caracteristica cero
de H. HIRONAKA'. En 1964 H. Hironaka muestra que siempre existe una
resolucion de singularidades en caracteristica cero. Este teorema no es nada
trivial (recordemos que H. Hironaka recibié la medalla FIELDS por este tra-
bajo en 1970); lastimosamente el resultado de H. Hironaka afirma que existe
una resolucion de singularidades, pero la demostracién no es constructiva, de
modo que aunque Igusa mostré que en el caso en que K tiene caracteristica
cero la funcién zeta local Zs(s, x, f) es racional no hay un método general
para calcularla.

Desafortunadamente en el caso en el que K tenga caracteristica positiva
no existe, hasta el momento, un teorema sobre resolucién de singularidades
que permita extender los resultados de Igusa, tampoco por el lado de la 16gi-
ca tenemos un resultado sobre eliminacion de cuantificadores que permita
extender los resultados de Denef. Hay que decir que en el caso de carac-
teristica positiva los resultados mas generales hasta el momento son obra de
un colombiano, el profesor WILSON ZUNIGA de la Barry University [Z-G1],
Z-G2].

Incidentalmente, casi sin buscarlo, Igusa se da cuenta que las funciones
zeta locales también estdan relacionadas con el numero de soluciones de con-
gruencias modulo 7Ok, en efecto Igusa establece el siguiente resultado:
si

P(T)=) Nu(g"t)"

es la serie de Poincaré, donde N,, el niimero de soluciones de la congruencia
f(z)=0 (méd 7" Of), entonces

Z(s, f) = P(T) =t~ (P(T) — 1)

con lo cual nos ensena que la serie de Poincaré, en el caso de caracteristica
cero es en verdad una funcién racional de T, logrando con esto zanjar la
conjetura de Borevich-Shafarevich en caracteristica cero.

En 1994 Tgusa introduce su fdrmula de la fase estacionaria m-ddica [14],
un procedimiento iterativo que permite en muchos casos calcular las fun-
ciones zeta locales de una manera bastante explicita. En este articulo Igusa

L Resolution of singularities of an algebraic variety over a field of characteristic zero,
Annals of Math. 79 (1964), 109-326.
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sugiere que un estudio mas cuidadoso de su formula podria conducir a una
nueva demostracion de la racionalidad de las funciones zeta locales. Animado
por esta sugerencia, Wilson Zuniga ha podido establecer sus resultados en
caracteristica arbitraria.

2.1. Medida de Haar en K

Recordemos algunas nociones y resultados bésicos de la teoria de la medi-
da. Sea GG un grupo topoldgico abeliano localmente compacto. Un resultado
fundamental de A. HAAR [N] afirma la existencia de una medida regular de
Borel i, que llamamos medida de Haar, que tiene las siguientes propiedades

1t es no nula

para todo E conjunto de Borel p(aF) = u(FE), para todo a € G

las funciones continuas de valor complejo y soporte compacto son
integrables

/ f(z)dp = / flax)du para todo a € G
e e

para toda f que sea p integrable

Ademas, si A C G es abierto y no vacio pu(A) > 0, y si B C G es compacto
wu(B) < oo. Esta medida es tinica salvo por multiplos constantes positivos.

Por otro lado, si K es un cuerpo local no arquimediano, entonces por
lo visto en el capitulo 1, (K, +) es un grupo topoldgico abeliano localmente
compacto. Luego existe una medida de Haar para el grupo (K,+), y como
Ok es abierto compacto, podemos normalizar la medida de tal forma que
1(Ok) = 1.

Determinemos ahora el valor de la medida de los conjuntos 7Oy, con
m € Z. Como Ok admite una descomposicién como unién disyunta de un
numero finito de clases de equivalencia médmOgk

OK: U (a+7TOK)7

aEOK/ﬂ'OK

y como Ok /1O ~F, y pla + 70k) = p(nrOk) obtenemos que pu(rOk) =
¢~ !. De manera andloga, si n > 0 se tiene que u(7"Of) = ¢~ y en el caso en
que n < 0 como [1"Ok : Ok| = ¢~ tenemos que u(7"Ok) = ¢~" también
en este caso. Luego

Lema 2.1.
wm"Okg) =q " para todo n € Z.
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Esta medida la notaremos con |dz|.

Ahora como K * resulta ser un grupo multiplicativo localmente compacto,
existe también una medida de Haar 1, la cual supondremos normalizada de
manera que p*(Ox) = 1.

Verifiquemos que ésta es la medida definida por

AH/ 1 |dx|;
al—q! |x|K

primero veamos que esta medida es invariante por multiplicaciones de el-
ementos de K*. Sea a € K™ y haciendo el cambio de variables x = az

tenemos que
/ 1 |dz| / 1 a|k|dz]|
oal=aq " zlk  Jal—q"olklzlk
_/ 1 |dz|
al=q |zl
luego esta medida es efectivamente invariante por multiplicaciones. Ahora
bien
/ L |dz] 1 / |dx|
oxl—qtzlk  1—q" Jox [z[x

1
1—qtJo

X
K

por lo tanto,
1 |dx|

d z| =1
| | 1_q71 ‘x’K

2.2. El espacio de funciones de Schwartz-Bruhat

Recordemos que hemos dicho que ®(z) : K" — C se llama una funcién,
de Schwartz-Bruhat si es localmente constante y tiene soporte compacto.
Como veremos en nuestro caso estas funciones tienen una estructura bastante
elemental. Un primer resultado sera su clasificaciéon cuando n = 1.

Lema. Sea ®(z) : K — C una funcién de Schwartz-Bruhat, entonces ®(z)
es una combinacion C-lineal de funciones caracteristicas de conjuntos de la
forma a + 7" O.

Demostracion. Sea
(I)(x) - al]alﬂ"l (.’L’) +oeee O‘l]am‘z(x) Q; 7& 0

donde 1, ,, () es la funcién caracteristica del conjunto a;+7" Q. Sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que los a; + 7O son disyuntos dos a dos.
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Luego {z € K | ®(z) # 0} = U._, a; + 7" Ok, y por lo tanto, la clausura
topoldgica de {z € K | ®(x) # 0} es Ui‘:1 a; + Ok ya que estos son
cerrados. Como cada a; + 7" Ok es compacto tenemos que la clausura de
{z € K| ®(x) # 0} es compacta, es decir, ®(x) tiene soporte compacto. Por
otro parte, ®(z) es claramente localmente constante.

Reciprocamente sea ®(z) : K — C localmente constante y con soporte
compacto. Sea Sop(f) la clausura topoldgica de {z € K | ®(z) # 0}, luego
Sop(f) es compacto. Por otro lado, para todo x € Sop(f) existe una vecindad
de x de la forma z+7"* Ok, con 1, € Z tal que ®(z) es constante en x+7"* O,
digamos igual a a,. Luego

sop(f)c |J a+7m0x,
z€Sop(f)

y como Sop(f) es compacto existe un conjunto finito x1, ..., x; tal que

l
Sop(f) = sz + 7" Ok

i=1

y, nuevamente, no hay pérdida de generalidad, en suponer que los x; +7"* O
son disyuntos. Por consiguiente,

P(z) = O‘mlthl () +---+ O‘xz[xz,ml (z)
O

La transicién de n =1 an > 1 la dejamos al cuidado del lector.
En particular cualquier funciéon de Schwartz-Bruhat es continua e inte-
grable.

2.3. Cuasicaracteres en K*

En esta seccién veremos de donde provienen el término x (ac(f(x)))|f(z)]%-
Un cuasicaracter w en K es un homomorfismo continuo

w:K*—C*

no necesariamente acotado. Notamos con Q(K*) al conjunto de todos los
cuasicaracteres. Sea T = {z € C | |z] = 1}, y observemos que como Oj es
un subgrupo compacto de K* y w es continuo, necesariamente w(O5) es un
subgrupo compacto de C*, luego w(Oj) C T.

Con esto pasemos a determinar la estructura de un cuasicaracter arbi-
trario.

Caso 1 w(0Oj) = {1}
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En este caso w(x) depende solo de |z|x. En efecto, sean x,y € K* con
|z|x = |y|K, entonces |zy~tx = 1y asi zy~' € OF; luego 1 = w(ay™!) =
w(z)w(y)™!, es decir w(x) = w(y).

Sea 'y = {|z|k | © € K*}, entonces 'y = {¢~" | n € Z} y, por consigu-
iente, la aplicacién I'y — C*, dada por |z|x — w(z), es un homomorfismo, y
como 'k es generado por ¢! el homomorfismo estd determinado de manera
tinica por su valor en ¢~ = w(7). Sea, pues, w(m) = z, de modo que existe
s (mdéd 27i/Inq) tal que z = ¢~*; por lo tanto si = 7"u, con u € O,
entonces

w(z) = w(mu) = w(m)" = ¢ = |z}

De modo que, entre otras cosas, la verdadera variable a tomar es ¢—° y no s.

Caso 2 w(0Oj) # {1}
Entonces w | O es un caracter en O, y hagamos w [ Oj = x. De esta

manera sea w'(z) = x(ac(z)). Entonces w(x)w'(r)~! es un cardcter de K*

trivial en O}, por lo tanto, existe s (méd 27i/ Ing) tal que w(z)w'(z) ™t =

|z|3, v finalmente
w(z) = x(ac(z))|]k.

Por lo tanto tenemos

Lema 2.2. Para todo w € Q(K*) existe un tnico y caracter de O y s
(mdd 27i/ In q) tal que w(z) = x(ac(z))|x|%.

Luego

Zo(s, v, ) = / B () x(acf (2))) | (@) 5 |dz]

n

_ / D)l f (@) |do
= Zo(w, f)

y, en consecuencia, estudiar a Zg(w, f), es lo mismo que estudiar a Zg(s, X, f).

Clarifiquemos atin més la estructura de los caracteres.
Lema 2.3. Sea x : O — T un caracter. Entonces x(Op) es finito.

Demostracion. Tenemos la cadena de subgrupos
{1} c---C14 70k C O™

los cuales también son abiertos. Como x(1 4+ 7"Of) es un subgrupo multi-
plicativo de T, x es continuo y como una vecindad bastante pequena de {1}
no puede contener otro subgrupo que {1}, entonces para n bastante grande
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se tiene que x(1 + 7"Ok) = {1}. El minimo n para el que sucede esto se
llama el conductor de x y se denota con ¢,.. Luegosia =b (mdd 7xOk). se
tiene entonces que y(a) = x(b), de modo que y es esencialmente un caracter
del grupo finito O /1 + 7Ok O

2.4. Propiedades analiticas de Zg(s, x, f)

Proposicién 2.1. La integral

Zolsiv. ) = / B () x (aclf (1)) () 5 |dz],

converge para Re(s) > 0.

Demostracion. Sea s = o + it. Podemos suponer que ®(z) es la funcién
caracteristica de 7" Ok X --- X 7™ Ok y no hay perdida de generalidad en
suponer que m; es el mayor de los enteros my, ..., m,, luego

MO X -+ x 7Ok C (WmloK)n,

por lo tanto el valor absoluto de la integral es maximo

/ @)% de] < / f @)% |dal,
7ML XXM O (777"1(9;()

- / @)% |de]
U%zml 1 (TFmOK\Wm+10K)

_ Z quo//L(ffl(ﬂ,mOK N 7Tm+1OK))

m=mj

pero pu(f~H(7™Ok)) < g~ < g™, Tuego

Z q—malu(f—l (WmOK ~ 7Tm+1 OK)) S q—mln Z (q—o’)m
m=mi m=mi
suma que converge para o > (. ]

Ahora investigaremos las propiedades analiticas de Zg (s, x, f). Para esto
invocaremos un criterio que implica que una funcion definida por una integral
en un grupo topologico localmente compacto es analitica.

Sea GG un grupo topoldgico localmente compacto con medida de Haar dx.
Sea D C C una regién y sea h : G x D — C una funcién continua tal que:

(1) Para z € G fijo, h(z, s) es una funcién analitica en D;
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(2) Para s € D fijo, h(x,s) y hs(z, s) son integrables respecto a dz, donde
hs(x,s) denota la derivada de h(z, s) respecto a s.

Podemos entonces definir la funcién
g(s) := /Gh(:v,s) |dx| (s € D), (2.1)
y preguntarnos:
(1) (Cuando g es analitica en D?
(2) ;Cuando gs(s) = [ hs(,s)?

Definicién. Sean GG, D y h como arriba. Si £ C D entonces decimos que
(2.1) converge uniformemente en E si, dado € > 0, existe un conjunto com-
pacto C' = C(¢, F), tal que

’/ h(x,s) |dz|| <e
G\C

para todo s € E. Decimos que (2.1) converge uniformemente en subcon-
juntos compactos de D si esta converge uniformemente en todo subconjunto
compacto de D.

Tenemos el siguiente resultado

Teorema. [Gs, pag. 136] Sean h, g, G y D como arriba. Si

/Gh(g;, s) |dz|

converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Entonces g(s) es
analitica en D y

gs(s) = /Ghs(x,s) |dx|

En nuestro caso h(z, s) = ®(x)x(ac(f(z)))|f(x)|5 cumple las condiciones.
Solo resta verificar la convergencia uniforme en subconjuntos compactos del
semiplano Re(s) > 0. Asisi 0 > 0, es suficiente ver que la integral

2(9)= [ @ac i) @l lds

converge uniformemente para Re(s) > 4.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ®(z) es la funcién car-

acteristica de 7™ O X - -+ x 7™ Ok . Entonces como vimos antes
qul(n+o') ‘
1—qg’

‘/nq’(ff)x(aC(f(fc)))!f(x)\%|dw! <
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ahora si [ > m; es un entero que satisface

(1 — gt-mn)
1—q9

—mi(n+é

q <g,

entonces
|/ . B()xac(f (@) | ()i ]| < ¢
"\(ﬂlOK)
y claramente (WZOK)n es compacto.

Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Zy(s,x, f) es una funcién analitica para Re(s) > 0.

2.5. Relacidon con la serie de Poincaré

Notaremos con Z(s, x, f) a Zs(s, X, f) cuando ® es la funcién caracteristi-
ca de OF%, también si x = X, €l cardcter trivial, notaremos a Z (s, x, f) por

Z(s, f), es decir,
Z65.5) = | If@li sl

K

Sea también

N, = Card{x (méd 7™"Ok) | f(x) =0 (méd 7" Ok)}

P(t)=> Nu(g"t)™  donde Ny =1

m=0
Teorema 2.3. Z(s, f) = P(t) —t*(P(t) — 1) donde t = ¢~*
Demostracion. Primero observemos que
f1@"0kg)={z €O | f(x) =0 (mdéd 7"Of)}
= | (a+ @"0xk)");

aENm

por lo tanto,

p(f (7" Ok)) = N (7™ Ok)");

= INm(g )
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luego, como

2s.0) = [ 1#(@liclds| = / /()i

U f1(xmOK)~f~1(xm+10k)

m=0

y es claro que si x € fH (7" Ok) \ f~H{7™ T O), entonces |f(z)|x = ¢™.
En consecuencia,

2s.0) = [ 1#(@)iclds| = Zq—ms (17 Ok) ~ f " O)
=Y ¢ (Vg "™ = Nyprg ")
= Z Nm(q_nt)m t_l(z Nm+1(q t)m+1)
= ()~ 7 (P(H) - 1)
[

Por lo tanto, Z(s, f) es una funcién racional de ¢ si, y sélo si P(t) lo es.
Esta es la relacién entre la funciéon zeta local de Igusa y la serie de Poincaré.

2.6. Sumas exponenciales

A manera de informacién para el lector enunciaremos la conexién entre
las funciones zeta locales de Igusa y las sumas exponenciales. Sea

)= [ ) i,

la suma exponencial generalizada. Recordemos que estas integrales aparecen
por primera vez en el trabajo de A. Weil. ¥ denota aqui un caracter aditivo
de K que es trivial en Ok y no trivial en 77 'Ok. Sea también i* = 7 °u,
donde e > 0y u € OF.

Sea

25.0)= [ 5@l ldal;

como hemos visto Z(s, f) es una serie de potencias en t. Notaremos el coefi-

ciente de t™ en Z(s, f) por CoefmZ (s, f).

Lema 2.4.
F*@) =g >, WEf().

&( (méd 7Ok ))™
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Demostracion. Primero observemos que como e > 0, entonces Ok es una
unién disyunta de clases médulo 7¢O, asi

Ok= U (6+( (modr0x)"),
€( (méd 7 Ox))™

asi

AGENED VY| (médﬂewwfm))rdxr;

¢( (mod meOg))m 7§

Fiy=gm Y / F(€ + mox)) |del:

&( (méd 7¢O ))™

ahora el desarrollo de Taylor para f(§ + 7°x) es
fl&+7x) = f(&) + n° (términos de grado > 1)

luego como +* = 7~ °u y ¥ es trivial en Ok tenemos que, para x € Ok

(Erf(§+ 7)) = W(i")
y de aqui el resultado ya sigue. O
Ahora citamos sin demostracién la siguiente proposicion

Proposicién 2.2 (Prop. 1.4.4 en [D2]).
*( _—e o (t_Q)Z(87f>
F*(r~u) = 1+C’oefte_1—(q_ 01— 1)
+ Z gx*1X(u)Coeftm*CX Z(‘Sa X f)

X;éxtriv
donde ¢, es el conductor de x y g, es la suma gaussiana

go=(g-D7¢ YT (W) (r )

Ve (OK/TFCXOK) )

2.7. Un caso clasico

En este apartado mostraremos una conexién entre las funciones zeta lo-
cales y la clasica funcién zeta de Riemann.
Calculemos primero la siguiente integral

/ 22 |dz].
7

P
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Como Z, = U2 p'Z, \ p"'7Z, tenemos que

o0
[ leglae =" [ falplaal
Ly i—0 Y P Lp~ptiZ,

(o)

=> pu'Z, ~ pt'z,)

=0
_ Zp—zs(p—z p—z—l)
i=0
=1-p )Y (')
i=0
_ 1=
- 1— pflfs

Esta integral es bastante conocida, aparece ya en la tesis de J. TATE?
Sea ahora

G(s) = [ elalalla*al,
donde ®(x) es la funcién caracteristica de Z,. Entonces

1 S
o= [ 2 i

oy L—=p7 [z,

1
- [ eyl
L—p ' Jzqoy °
B 1 1—pt
o 1— p—l 1— p—1—5+1
B 1
1

Por lo tanto,

[T6 = T = <.

la clasica funcion Zeta de Riemann.

2.8. La férmula de la fase estacionaria de Igusa

Las integrales oscilantes del tipo

1) = / () expliAT(x)) d (2.2)

2 Fourier analysis in number fields and Hecke’s zeta functions, Ph.D. Thesis, Princeton
1950. disponible en [C-F]
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tienen un papel importante en la fisica matematica, y el comportamiento
asintético de las mismas, es decir, el comportamiento de su magnitud para
valores grandes del parametro A, constituyen un problema clasico con muchas
aplicaciones practicas. El principio de la fase estacionaria, véase por ejemplo
la exposicién que hace E. AcosTA G. [A], establece que la contribucién mas
importante al desarrollo asintotico de las integrales del tipo 2.2 proviene de
los puntos criticos o singularidades de la fase f(z), es decir, de los puntos
que satisfacen f(z) =0y v f(x) =

Si K es un cuerpo localmente compacto existen varias funciones que son
andlogas a (2.2). Una de ellas es la funcién zeta local

/n C(x)x(ac(f(x)))|z|k" [dx|  Re(s) >0 (2:3)

En [I4] IGUSA da una férmula que permite calcular en ciertos casos las inte-
grales Zg(s, x, [), por analogia con el método clasico de la fase estacionaria,
Igusa llamo al suyo el método de la fase estacionaria para integrales w-ddicas.
A continuacién describiremos este método.

En primer lugar, tomaremos a ®(z) como la funcién caracteristica de O%.
Primero trataremos el caso x = X, que es tal como aparece en [I4]. Sea

O & (O /TOk)" ~F

el homomorfismo canénico; sea £ un subconjunto de Fy, ysea B = pr~Y(E).
Fijemos un levantamiento R de Iy en OF., y sea S(f, E) el subconjunto de R

que se aplica biyectivamente en el conjunto de puntos singulares de fl@)=0
en E. También sea

v(F.E) = ¢ "Card{P € B | F(P) # 0}
o(f,E) =q "Card{P € E | f(P) =0y P es un punto regular}.

Con todo esto tenemos

Teorema 2.4 (Férmula de la fase estacionaria de Igusa).

@I ol = v(F. B) + (7. E>ﬁ

oy / F(&+72)[5 |da]

£eS(f.E)

Demostracion. Comencemos observando que F es la union disyunta de los
conjuntos

E,={PcE|[f(P)#0}
B, —{PcE|J(P)=0yPe

il

es un punto regular}
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Eg={PcE| f(P)=0y P es un punto singular}

Luego, como E = pr~'(E), tenemos que E es la unién disyunta de
E,={PeE|PecE,}

E,={PcE|PckE,}
ESI{P€E|ﬁEE5}
de modo que
[E (@)l lda] = / 1) ] + / @il + /E 1@l el

Calculo sobre E,

Como
E,, = (P + (WOK)n>,
PeE,
donde P es el representante que corresponde a P, para todo x € E, se
tiene que f(z) ¢ wOk. Por lo tanto, para todo x € E, f(x) € Of. Por
consiguiente, |f(z)|x =1, y asi

/E (@)l |dz] = (@) |de]

w\\

e

(P+(0x)")

v

= x)|j |dz
/(PWK)”) £ @)l ldal

cly

-3/ da
(P+(x0x)")

Ly

= M(P—F(?TOK)TL)

ol
=l

=

el

ol
=l

SV
D
?EEU

= q_"Card{? €F | ?(ﬁ) # 0}

Il
i

Calculo sobre Fy

Por la definicién de Eg tenemos que Es = |J (f + (WOK)”), donde la
¢es
unién es disyunta. Luego

/ (@)l |de] = / @)l e
Es EH(TOKR)"

£eS(f,E)
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pero esta ultima integral es igual a
"y / F(E+7m)[5 |da.
§eS(f.E)

Calculo sobre E, N _
Como E, = {P € E | Pes un cero singular de f} tenemos que

E,= |J (P+(m0x)")

PCcE,

dx / dx
/| icldel = 32 [ 1@l

PEE,

y asi

Tenemos la siguiente
Afirmacién
Si P € E,, entonces

O Vi
5 drl =
/P o @il =g

Es claro que de esta afirmacion se sigue el resultado O]

Para demostrar la Afirmacién adaptaremos un célculo parecido que se
hace en [D-H] para poder tener una demostracién autocontenida y elemental.
Comenzamos con un lema preliminar.

Lema 2.5. Seam >0y a € Ok tal que f(a) =0 (méd 7mOk)y f'(a) Z0
(méd 7Ok ), entonces existe un tnico £ € Ok tal que

f&)=0 y &=a (méd 7"0Ok).

Demostracion. El caso m = 1 es el lema de Hensel 1.10, para m > 1 sea
g(y) = 7=V f(a+7""y), como f(a) =0 (méd 7™ Of), entonces g(y) €
Okly] v como ¢g(0) = 0 (méd 7O0k) y ¢'(0) = f'(a) # 0 (méd 7Ok),
existe por el lema de Hensel un tnico ¢ talque g(¢) =0y (=0 (mdd 7Ok),
luego € = a + 7™ 1 es el indicado, como el lector podra comprobar. O

Corolario. Sea f(z) € Oglz], m > 0. Sea a € Ok tal que f(a) = 0
(méd mO0k) v f'(a) # 0 (méd 7Of), entonces existe un unico { € O
tal que

E+ 1m0k ={r €a+710k | f(z) =0 (mdéd 7"0Ok)}
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Demostracion. Por el lema anterior, aplicado a f(a) =0 (méd 7Ok), f'(a) #
0 (mdd 7Ok); existe un inico £ € O talque f(§) =0y & =a (mdd 7Ok),
veamos que este ¢ satisface la condicion pedida.

Sea x € £ + Ok, entonces x = ¢ (méd 7™ Ok), por lo tanto x = &
(méd 7Ok) y como & =a (méd 7™ Ok), entonces x € a+7Of; ahora como
x=¢ (méd 7mOf) entonces f(z) = f(§) =0 (méd 7™Of). Reciproca-
mente sea x € a + 7Ok tal que f(z) = 0 (mdéd 7" Ok), como = = a
(méd 7Of) entonces f'(z) = f'(a) Z0 (mdd 7Of), luego por el lema an-
terior existe un tnico ( € Ok tal que f({) =0y (=2 (mdd 7"Of), luego

=z (méd 70k), asi ( = a (mdéd 7Ok) y como la solucién es unica
tenemos que ( =&, y asi x € £ + 1Ok O

Ahora generalizamos el lema anterior a polinomios en varias variables.

Lema 2.6. Sea f(z1,...,2,) € Oglz1,...,2,] ym > 0,seaa = (ay,...,a,) €
OF tal que f(a) = 0 (méd 70k) y 0f/0z1(a) #Z 0 (méd 7Of). Sean

£y ,&n € O con & = a; (méd 1Ok) para i = 2,...,n, entonces existe
&1 = &(ea,..60) € Ok, tal que para todo xy, ..., 1, € Ok que satisfacen x; = §;
(mdd 7Ok) para i = 2,...,n se tiene que

&G+ 7"0k ={z1 €a1 + 70k | f(z1,...,2,) =0 (mdéd 7" O)}

Demostracion. Se sigue inmediatamente del corolario anterior, ya que para

todoxg,...,z, € Ogconz; =§& (méd 7" O) se tiene que f(x1, 29, ...,2,) =

f(21,&2,...,6) (méd 7m0k) v flar,&2,...,6) = flar,az,...,a,) = 0

(méd 7Ok) y Of J0x1 (a1, &a, ..., &) = Of [0x1(ar, a9, ... a,) Z0 (méd 7Ok)
O

Tenemos el siguiente corolario del lema anterior

Corolario.

{(z1,...,2,) €a+ (mO)" | f(z1,...,2,) =0 (méd 7" Ok)} =

donde la unién es sobre todas las (n—1)-tuplas (& + 7" Ok, ..., & + 71" Ok)
con & =a; (méd 7Ok), i =2,...,n. En particular, como |7Ok /7™ Of| =
¢V entonces

#({(Ih cee al‘n) €a+ (WOK)n | f(xh cee al‘n) =0 (méd ﬂ-moK)})
_ q(m—l)(n—l)q—mn

siempre y cuando f(a) =0 (méd 7Ok)y 0f/0z1(a) Z0 (mdd 7Ok)
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de la afirmacion. Ahora sea P € E,. Entonces f(P) = 0 (méd 7Ok) y
existe i € {1,...,n} tal que 0f/0z1(P) # 0 (mdéd 7Ok). No hay pérdida
de generalidad en suponer que ¢ = 1. Luego por el corolario anterior tenemos

,u({a: € P+ (rOk)" | f(x) =0 (mdd WmOK)}) =g m

Ahora,

/Pﬂwmﬂ (@)l lda| = / |f ()5 |dz]

m=1 x€P+(7TOK)n
flx)erm O~ 10K

0o
=) / |da|
m=1 2P+ (mOk )™
F@)emnmOp~n"T1O0k

_ Z tm(q—m—n—i-l _ q—m+1—n+1) _ q—n(q _ 1) Z(q—lt)m
m=1 m=1
7n<1 B q_l)t

— 4 1—qg 1t

2.8.1. El caso x # Xt

En [Z-G2] W. Zuniga observa que la férmula de la fase estacionaria, dada
por Igusa originalmente para el caso x = X, admite una generalizacién al
caso de x arbitrario y que la demostracion dada originalmente por Igusa en
[I4] se puede generalizar literalmente a este caso.

En este caso tenemos

Teorema 2.5. Con la misma notacién que en 2.4, si x # Xy, €ntonces

/E xlac(f@)|f ()]s, |dz] = g~ 3 x(ac(f(P)))

{PEE,} (méd n°XxOk)

e Y / w(ac(f(€ + 7)) |fOx + 72) 5 |dz]
)7 Ok

EeS(f,E

La demostracién, en este caso nos es tan elemental, pues necesita un
lema clave de Igusa, algo que es analogo al teorema de la funcién implicita,
le sugerimos al lector que mire la demostracién de Igusa en [I4].
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2.9. El caso no arquimediano

Cuando K es un cuerpo local arquimediano, se define

Zols. )= [ @@)lf)f* do.

donde ®(z) es una funciéon C* con soporte compacto, s € C, Re(s) > 0,
d=1si K =Ryd=2s K = C. Se prueha que Zg(s, f) se puede
extender a una funcién meromorfa en C' cuyos polos son racionales. Esto se
puede hacer bien sea por resolucién de singularidades [At], o por la teoria de
polinomios de Bernstein [B].
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Capitulo 3

Racionalidad de la funcién zeta
local de Igusa asociada a un
polinomio cuasihomogéneo

Como dijimos antes, en [I4] Igusa introduce su férmula de la fase esta-
cionaria. En este articulo Igusa sugiere que un estudio mas cuidadoso de su
formula podria conducir a una nueva demostracion de las racionalidad de
las funciones zeta locales, tal vez valida en cualquier caracteristica. Animado
por la sugerencia de Igusa, W. Zuniga estudié el problema de la racionalidad
de las funciones zeta locales asociadas a polinomios semicuasihomogéneos en
caracteristica arbitraria [Z-G1],obteniendo un primer resultado de caracter
general en caracteristica positiva y mas recientemente, el de la racionali-
dad de las funciones zeta locales asociadas con polinomios no degenerados
globalmente con respecto a su poliedro de Newton [Z-G2], logrando dar una
descripcion detallada de sus polos; en esta misma direccién J. Denef y K.
Hoornaert encontraron, independientemente de W. Zuniga, una férmula ex-
plicita para la funcién zeta local asociada a un polinomio no degenerado
respecto a su poliedro de Newton [D-H], [H]. En este capitulo expondremos
parte de los trabajos de W. Zuniga que hemos mencionado.

Sean oy, . . ., i, n enteros positivos primos relativos. Un polinomio f(x) €
Oklz], x = (x1,...,x,) se llama un polinomio cuasihomogéneo de peso d y
exponentes aq, ..., q, si satisface

f@¥ ... t*x,) =t'f(zy,...,2,) paratodotc K.

Sea f(x) € Klz| y V;(K) su correspondiente K-hipersuperficie. P €
K" se llama una singularidad aislada algebraicamente absoluta si la tnica
solucion del sistema de ecuaciones

f(x):g_xfl(x):'”:ai];@):o
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sobre una clausura algebraica fija de K es el punto P.
Un polinomio F'(x) es llamado semicuasihomogéneo si éste tiene la forma
F(z) = f(x) + > bici(x), donde f(z) es un polinomio cuasihomogéneo de

peso d y exponentes aj, . . ., ay,, y cada monomio ¢;(z) = z"* - - - 2" satisface
a;my+- - -+a,m, > d. En este caso f(z) es llamado la parte cuasihomogénea
de F(z).

En [Z-G1], W. Zuiiga establece el siguiente resultado

Teorema 3.1. Sea F(z) € K[z| x = (x1,...,2,) un polinomio semicuasiho-
mogéneo tal que el origen de K™ sea una singularidad aislada algebraicamente
absoluta de Vp(K). Sea f(x) su parte cuasihomogénea la cual tiene peso d
y exponentes aq, ..., «a,. Entonces la funcion zeta local de Igusa asociada a
F(zx) es una funcién racional de ¢t = ¢~ *. De manera mas precisa,

L(t)
(1 =g 1)(1 — glaltd)’

| 1@l sl =
@)

n
K

donde |a] = a1 + - -+ 4+ @y, Ademés el polinomio L(t) puede ser calculado de
manera efectiva.

En este mismo articulo W. Zuniga introduce el siguiente indice de singu-
laridad de un punto P € O} tal que P ¢ Sing;(Ok).

Definicién. Sea f(x) € Ok[z] v = (z1,...,2,) y P € OF definimos

L. P) = W0 (f(P). (5 (P) - o (5 (P)

Como veremos enseguida este indice aparece asociado de manera natural
a la férmula de la fase estacionaria de Igusa; por otra parte, generaliza un
indice introducido por A. NERON para la medida de la singularidad de un
punto P € V§(Ok)

11.P) = Wi (P, o))

1

Como muestra W. Zuniga algo clave es que podamos acotar el indice
L(f, P) en subconjuntos D que sean preimagenes de algin subconjunto de
F? bajo el homomorfismo canénico, y tales que D N Sing;(Ox) = 0. Esto
lo logra W. Zuniga en [Z-G1] utilizando la hip6tesis de que el origen de K™
sea una singularidad aislada algebraicamente absoluta de V;(K). La idea
en este caso es utilizar la correspondencia que produce el Nullstellensatz de
Hilbert entre ideales radicales de K[xzy,...,x,] vy variedades irreducibles en
0" donde €2 es una clausura algebraica de K.

En [Z-G2] W. Zuniga encuentra como levantar la hipétesis de que el origen
sea una singularidad aislada algebraicamente absoluta de V;(K). En este
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articulo generaliza algunos de los lemas utilizados en la demostracién de 3.1,
aunque el resultado como tal no aparece enunciado, asi que para completez
lo enunciaremos y demostraremos siguiendo las referencias [Z-G1] y [Z-G2] ,
en el caso cusihomogéneno.

Teorema 3.2 (Zuniga-Galindo). Sea f(z) € Klz], v = (z1,...,2,) un
polinomio cuasihomogéneo de peso d y exponentes aq,...,q, vy tal que el
unico cero de su reduccién médulo mOg sea 0. Entonces la funcién zeta local
de Igusa asociada a f(z) es una funcién racional de t. De manera més precisa,

. L)
| @licldel = g

n
K

donde |a| = oy + -+ - + .

La demostracion la daremos en la siguientes secciones.

3.1. Preliminares

Sea L un anillo y f(z) € L[z], z = (x1,...,2,), denotemos con V;(L) a
la correspondiente hipersuperficie, es decir

Vf<L) = {(xla”"mn) eL” | f(l'l,...,ftn) = 0}
y por Sings(L) al conjunto de los puntos singulares de Vy(L), es decir

of
al’z‘

Singr(L) = {(z1,...,2,) € VF(L) |

Dado f(z) € Oklz] tal que no todos sus coeficientes estan en 7Ok,
denotemos por f(z) al polinomio obtenido al reducir médulo 7O los coefi-
cientes de f(x).

Sea ahora P = (y1,...,yn) € O, la aplicaciéon ®p, : K" — K" dada
por ®p (x1,...,2,) = (11 + 721, ...,y + 7x,) es llamada una dilatacion.

La dilatacion de f(z) en P; inducida por ®p (x) se define por

fp () =n " f(P + 7x)

donde ep, es el minimo orden de 7 en los coeficientes de f(P; + 7x).

La K-hipersuperficie Vy, (K) es llamada la dilatacién de V;(K) en Py
inducida por ®p, ().

El numero ep, se llama la multiplicidad aritmética de f(x) en P, por
q)pl (33)

(x1,...,2,) =0, paratodo i=1,...

El conjunto S1(P1) := S(fp,), donde S(fp, ) es el levantamiento de Sing; , (Fy),
1

se llama la primera generacion de descendientes de P;.
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Ahora definimos inductivamente fp,  p, (2), ep,.. p, v Sk(P1) como sigue

f(x), si k=0,

v ' (3.1)
T PP fp  p (P4 mx), stk > 1.

fPl,...,P,c ($) = {

donde Py, € Sk_1(P1), ep,....p, €s el minimo orden de 7 en los coeficientes de
fpi...po_y(Py+ mx), y donde, para k > 1,

S(P) = |J  SUp..p)

Pr€Sk_1(P1)

se llama la k% generacion de descendientes de Py, donde S(fp, .. p) es un
levantamiento de Singy (F,). Por la 0% generacién de descendientes de
1

.....

P, entenderemos a { Py}
Veamos una propiedad elemental del indice L(f, P).

Lema 3.1. L(f, P) = 0 si, y sélo, si el polinomio
flx) =ao+ Z a;(z; —a;) + (términos de grado > 2)
j=1

satisface ov; € F¥ para algin j =0,...,n.
Demostracion. El desarrollo de Taylor produce

flan..wn) =f(P)+) of

a—(P) (x; — a;) + (términos de grado > 2)
l’,
1 J

J]=

luego como L(f, P) = 0 se tiene que f(p) € Of o existe algin j € {1,...,n}
tal que 0f /0x;(P) € OF. O

A continuacién acotamos el indice L(f, P) en los conjuntos que nos in-
teresan

Proposicién 3.1 (Lema 2.2 de [Z-G2]). Sea D C O% abierto y compacto,
y sea f(x) € Ok[z] un polinomio tal que Sing;(Ox)ND = (). Entonces existe
una constante C(f, D) € N, que depende solo de fy D, tal que

L(f,P)<C(f,D), paratodo Pe€D

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir L( f, P) no es acotado en D.
Luego existe una sucesién {Q;} de puntos de D que satisfacen L(f, Q;) — oo,
cuando 7 — oo. Como D es compacto, y la topologia es métrica, esta sucesion
tiene un punto limite Q* € D, y como v es una funcién continua, entonces
L(f,Q*) = 00, es decir Q* € Sings(Ok), lo cual es una contradiccién. ]
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En la proposicién anterior no usamos el hecho de que D sea abierto. Sin
embargo, lo pusimos en las hipdtesis ya que en los siguientes lemas aplicare-
mos esta proposicion a conjuntos abiertos y compactos.

Recordemos que por lo particular de la topologia de K™, un subconjunto
de K" es abierto y compacto si, y solo si existe m > 0 tal que el es una
union finita de clases modulo 7" O . En particular la preimagen de cualquier
subconjunto de Fy bajo el homomorfismo candnico es un subconjunto abierto
y compacto.

Lema 3.2 (Lema 2.3 de [Z-G2]). Sea D C Of la preimagen bajo el
homomorfismo canénico O — Ok /mOk de un subconjunto D C IFZ y sea
f(z) € Ok[z] un polinomio tal que Sings(Ox) N D = (). Entonces

(i) L(fp,..p,0) < L(f,Pi+ 7P+ +7""1P) —k, para todo Py, k > 1,
que satisface:

(H1) Py pertenece a la (k — 1)% generacién de descendientes de Py €
S(f, D).

(H2) P tiene al menos un descendiente en la k% generacion de descen-
dientes de P;.

(ii) Para cualquier P, € S(f, D), si k > C(f, D) + 1, entonces Si(P;) = 0.
Demostracion. (i)Observemos que por 3.1 se tiene

f(Pl F APyt Wk_lpk + Wkl’) — gepiter,pytotep Py fP1,...,Pk (];)

luego
F T I g ()
y
e gj; (PL+ 7Py + - + 771 P,) = gemter mtoter . p, afgl—:;,;Pk(O)

lo que fuerza a que
y

Ofp,,..p, of b1
u( D, ar, (P47 Pyt - 47" By))

y como P, € S(f,D) C D, entonces P, + 7P + --- + 7*71P, € D C
(Sing;(Ok))¢, de modo que L(f, Py + 7Py + -+ 7" 'P) <oy

(0)) = —(ep,+ep, p,+ - tep,.. p ) Hh+v(

L(fp.,..p,0) < —(eptep,p+- - +ep,. p)Hh+L(f, Pim Pyt 47" Py);
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por lo tanto, es suficiente ver que
ep,.p>2 paratodol=1,... k

y, para ver esto, aplicamos el desarrollo de Taylor a fp,  p_, (P, + mx) para
obtener

fP17~--’Pl—1(Pl + 7T$) =

"0
fp..p (P)+ WZ %(H)@ + 7% (términos de grado > 2)
=1

J

ahora bien, por (H1) P; es un cero singular de ?Plr_.jpl_l, luego

U<P1,--~7sz1 (Pl>> >1

(apl,...,Pl,l

P))>1 =1,...,n
SR 21 j=1m

. . 17 ,
ahora si v(p,,..p_,(F)) = 1 entonces 7' fp  p () serfa una constante no
cero; luego P, no tendria descendientes, contradiciendo (H2). Por consiguiente

U(P17---7Pl—1 <Pl>> > 2 y
fpr...p, (P +7x) = 7h(z), pero

fr,.p (P +7mx) =nPrPfp p(x).

Como en fp, . p(z) el maximo orden de 7 en sus coeficientes es 0, tendremos
ep...p > 2 ,paratodo [ =1,... k,
y, en consecuencia,
L(fp,..p,0) S L(f, P+ 7Py +---+ 7" 'P) — k.

(ii) Sigue de manera inmediata de los resultados de (i).

Por ultimo tenemos el siguiente

Lema 3.3 (Lema 2.4 de [Z-G2]). Sea D C Oj la preimagen bajo el
homomorfismo canénico de un subconjunto D C Fp. Sea f(z) € Og|r] un
polinomio tal que Sings(Ok) N D = (), entonces

[ @l las] = R

q g

donde T'(¢~®) es un polinomio en ¢~* con coeficientes racionales.
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Demostracion. Sea I := S(f, D); de manera inductiva definamos, para k >
2

’

Iy ={(Pi,....P) | (Pr,..., P_1) € 11, Py € S(f(P1 ..... P,H))};

sea también E(Pl, c. ,Pk> = €p, +€P1,P2 +--- +6p1 77777 Py sim= C(f, D) + 1.
Entonces por el lema anterior I,,,,1 = 0, ya que S(P, ..., P,,) = () para todo
(P1,...,Py) € I,. Luego aplicando FFE m + 1 veces se obtiene

s — — 1—q Mt
[ 1@l lasl = v(7.0) + o7 D) T
D —q 't
2.0 2 st Pk))>
k=1 (Pl ..... Pk)elk

(1—qg Mt T = (E(PL,Pr)
+ 1—q 't Z Z U(f(P1 ----- Py) )
k

3.2. Racionalidad de la funcion zeta

Seguiremos la notacion introducida en la secciéon anterior.
Sea A = {(x1,...,2,) € OF | v(z;) > s, @i =1,...,n} es decir A =
71Ok X -+ X 1" Ok. Como OF = AU A° tenemos lo siguiente

J

Ahora el cambio de variables

@bl = @i + [ @kl @2
O — A
(X1, ..oy Tp) = (T, .., T y)

produce

[ @lictasl = et [ f@)fclas (33

K

con lo cual 3.2 se convierte en

J

y, en consecuencia, es suficiente calcular la integral sobre A°.

1@ ldol = T [ 1@l (3.4

n
K
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Para este fin introducimos una familia £ de conjuntos definidos como
sigue; para todo B subconjunto de {1,...,n} y cada a = (ay,...,a,) € N,
tal que 0 < a; < «; para todo ¢ € B, sea

{(x1,...,2,) € A° | v(x;) = a; para todo i € B} si B # ()

0 si B = (.
(3.5)

Como el lector podra comprobar facilmente esta familia es cerrada bajo inter-

secciones y su union es A¢; aunque la unién no es disyunta. Pero recordemos

que

J., @liliad =3 [ ekl = > [ sl

1<i<j<n

D(B,a) = {

i=1

e (1 /ﬁD_ )l

luego si denotamos por J el conjunto de indices {(B,a)} y por P(J); la
familia de subconjuntos de .J con 7 elementos, tenemos

Y / Dlicldz,  (36)

TeP(J);

Card(J)

[ 1r@lictas] - > -

donde D(T) = () D(B,a). Como la familia £ es cerrada bajo intersec-
(B,a)eT
ciones, es suficiente probar que cualquier integral del tipo

[ l@lildsl, B0, (3.7
D(B,a)
es una funcion racional de la forma %. Para esto hagamos el siguiente

cambio de variables en (3.7);

"wb(B,cL) (y)
-

D'(B,a) D(B,a)

(y17"'7yn) = (xla"‘7'rn>7

w%y; sit € B
Li = .
Yi sii ¢ B

donde

y D'(B,a) = [[Ri,con R, =0k sii¢ By Ri=0;siie€B

i=1
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Con lo anterior obtenemos
/ |f ()| |do| = ¢~ Baterm.e / | fB(7)|5 |dx] (3.8)
D(B,a) D'(B,a)

donde fp(x) = 725 f(Y(pq)(T)) ¥ ep(B,a) €s €l minimo orden de 7 en los
coeficientes de f (1 (p,q)()).

De otro lado 9(p,) define un K-isomorfismo de K"; de modo que el
conjunto de puntos K-singulares de V;(K) se aplica biyectivamente en el
conjunto de puntos K-singulares de Vy,(K), y este tipo de integrales son
racionales por el lema 3.3.
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Capitulo 4

Calculo de la funcién zeta local
de Igusa para algunos
polinomios particulares

En este capitulo ilustraremos el uso de la Formula de la Fase Estacionaria
de Igusa con algunos polinomios, seguiremos la notacion de Igusa

a,b) =1—q " (a) = (a,0)
(a,b)4 =1+ qiatb (a)+ = (a,0)+

—~

4.1. Singularidades de Du Val-Klein

Siguiendo la recomendacién que nos hiciera el profesor W.A. Zuniga-
Galindo calcularemos las funciones zeta locales de Igusa para las singulari-
dades de Du Val-Klein.

s By=at P+ 22

By =2’y +y° + 22
n By =a® 4yt + 27

e A, =g —yz

s D=2 — py? o+ 22

La notacién es la de S.-S ROAN en [R]; el método consiste en aplicar la
Férmula de la Fase Estacionaria de Igusa (FFE) hasta obtener una integral
singular repetida.
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4.1.1. Calculo para Eg

Teorema 4.1. Sea K un cuerpo local no arquimediano, si la caracterizaba
de Ok /mOf es diferente de 2 y 3, entonces la funcién zeta local de Igusa
asociada a Eg = 2* + y3 + 2? viene dada por

1— g Y (oot + 03¢ + 04q™ t" + 05¢7°19)
(1—q ') (1 —g~1%t2)
N (o + v3q 5t + vaq 5 + v5q7t8)
1— g 13412
(1= ) (g3 + g3 + ¢ 140 4 ¢~12410)
1— g-13412

2(t) = ¢

_I_

Demostracion. Primera aplicacion de FFS B
Aqui tenemos fo = 2%+ 9® + 2%, de modo que fy = 2% + 3 + 22, Sing(f,) =
{(0,0,0)},y

Vo = qigcard{(za y? E) € Fg ‘ ?0(57 ya z) 7é O}

0o = q_3C’ard{ (Ea Y z) < ]Fg | ?0(57 Y z) =0 y es no singular};

€1 Consecuencia,

(I—q g

/ |x4+y3+z2|5 |dedydz| = vo+ 00—
o1 (1—-q7'¢™)

+/ |x4+y3+22|5 |dx dy dz|,
So

con Sy = Pj-. Haciendo el cambio de variable (z,y, 2) — (7z, 7y, 72) tenemos
que

/ |2t +y® + 22| |dx dy dz| :q_3q_25/3 |22t + 7wy + 2% |da dy dz,
So OK

por lo tanto, tenemos
/ |2t 4+ + 22| |de dy dz| =
Ok
1— -1\ ,—s s
vy + UQ% + q_?’q_%/ ‘7‘(‘2:[4 + 7y’ +22| |dx dy dz|
(1-q7'q?) o

Segunda Aplicacién de FFS o _

Aqui tenemos f; = 72zt + 7y + 22 luego fi = 22, Sing(f,) =F, x F, x {0},
y en consecuencia vy = ¢ 2¢*(q—1) =1—q ', 00 =0y S; = O X Ok X Pg;
asi

J

3
K

|7r2x4 + 7y + 22‘8 |dx dydz| = 1—q* +/ ‘7T2{L‘4 + 7y + 22|S |dx dy dz|

K 51
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Haciendo el cambio de variable (z,y, z) — (z,y,7z) tenemos que

/ |7T2£E4 + 7y + 22‘3 |dx dy dz| = q_lq_s/ }7m74 + 9+ sz‘s |dx dy dz|;
S 3

K

por lo tanto, tenemos

/ |2ty + 22 |de dy dz| =
O%
1-¢ '+ q‘lq_S/ |2ty + 72| |du dy df
03

K

Tercera Aplicacion de FFS o _

Aquf tenemos fo = Tt +y? + 722 luego fo = v?, Sing(f,) = F,x{0} xF,,por
lo tanto, en este caso vy = ¢ 3¢*(q—1) = 1—q7 1, 09 = 0y Sy = O xPrxOf;
asi

/ |7r:174+y3+7r22|5 ldedydz| =1—q " + |7T:E4+y3+7rz2|8 |dx dy dz|,
03 S2
Haciendo el cambio de variable (x,y, z) — (x, 7y, z) tenemos que
/ et 4+ + 722 |de dy dz| :q_lq_s/ |zt + 7%y + 22| |da dy dz);
Sy 03

luego,

/ \mat + o + 72| |da dy dz| =
@

3
K

e i
03

K

Cuarta Aplicacién de FFS o B
Aqui tenemos f3 = z*+72y3+2? luego f3 = x*+22%, Sing(f;) = {0} xF, x {0}
luego en este caso

V3 = q_3CCLTd{(f, y? 2) € Fg | 73(57 y7 E) 7é 0}

03 = q_3C’ard{ (Ea Y Z) < ]Fg | ?3(f7 Y E) =0 y es no singular};

y por lo tanto,

(1—q¢Y)g®
(1—-q7'¢®)

+/ |x4+7r2y3+z2‘s |dx dy dz|,
S3

/ |3:4+7T2y3+22|S |dx dy dz| = v3 + o3
0

3
K
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con S3 = Py x Ok X Pk, haciendo el cambio de variable (z,y, z) — (7z,y, 72)
tenemos que

/ |zt + 7%y + 22| |da dy dz| = q_Qq_Qs/ |m°at +y° + 22| |da dy dz],
S 03

K

por lo tanto tenemos
/ }x4 + 72y + 22|S |dx dy dz| =
O
1— —1\,—s B
vs + 03% + q_Qq_zs/ ‘7r29c4 +9° +22| dx dy dz
(1—q7'q) 0

Quinta Aplicacién de FFS o _
Aqui tenemos f; = m2at+y*+2% luego fi = y*+22, Sing(f4) = F,x{0}x{0},
en consecuencia

vy = q °Card{(7,5,%) € F | [4(T,7,%) # 0}

3
K

oy = q *Card{(Z,7,%) € ]FZ | £,(%,7,Z) = 0 y es no singular};

luego

(1—g g
(1=q'q)

—1—/ |m°at +y° + 2|7 |da dy dz],
Sa

/ |m°at +y° + 2|7 |dedydz| = vg + 04
03

K

con Sy = Ok X Py X Pk, haciendo el cambio de variable (z,y, z) — (z, 1y, 72)
tenemos que

w2t +y° + 22 |da dy dz| = q2q25/ |2t + 7y’ + 22| |de dy dz,
O
con lo cual,

/ |m°at +y° + 227 |da dy dz| =
03
K

(1—q'q)

Sexta Aplicaciéon de FFS o B
Aqui tenemos f5 = x* + 7y + 2% luego f5 = x* + 22, Sing(f;) = {0} F, x {0}
luego en este caso

Vs = q_3CCL7‘d{(f7 y? E) € Fg | 75(57 y7 Z) 7é 0}

1 — —1\,—s s
vy + 04% + q_Qq_QS/ |zt + 7y’ + 2°|7 |dw dy dz|
0%
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05 = ¢ *Card{(7,7.%) € F* | T5(%,7.%) = 0y es no singular};

luego
. 1— —1\,—s
/ |2t + my’ + 22| [de dy dz| = vs + 05%
(9?( (1 - q q S)
+ |x4+7ry3+22‘s |dzx dy dz|;

Ss

con S5 = Py x Ok x Pk, haciendo el cambio de variable (z,y, z) — (7z,y, 72)
tenemos que

/ |2t + 7y’ + 22| |de dy dz| = q2qs/ [Tt + y° + 72?7 |da dy dz],
Ss 03

K

con lo que,

/ |z + 7y +z2‘s |dx dy dz| =
O

1—¢ g 5 s
ﬁ + q 2(] /3 ‘7T3$4+y3+ﬂ'22{ |dl’dydz’
- (@)

K
Séptima Aplicacién de FFS o _
Aqui tenemos fg = 732t 4+ y® + 722 luego fo = y*, Sing(fg) = F, x {0} x F,
luego en este caso vg =1 —q !, 06 =0y Sg = O x Px x O asi

V5+0'5

/ \mPat + oy + 72?7 |dodydz| = 1—¢ '+ | |7°2* + P + 72°]7 |de dy dzl;
0

% Se

Haciendo el cambio de variable (x,y, z) — (x, 7y, z) tenemos que

/ |t + 4+ 72?7 |da dy dz| = qlqs/ |22t + 7%y + 22| |da dy dz),
S 03

K

por lo tanto tenemos

/ |t 4y + 727 |da dy dz| =
O%
1—q¢ !+ q_lq_s/ }7r2x4 + 7%y + z2|s |dx dy dz|
O%
Octava Aplicaciéon de FFS o _
Aqui tenemos f; = w2zt + 72y + 2% luego fr = 2%, Sing(f,) = F, xF, x {0},
en consecuencia vy =1 — ¢!, 07 =0y S; = O x Ok X Pg asi

J

|7r2x4 + w2y + 22‘8 |dzdydz| =1—q* +/ |7T2x4 + w2y + 22‘5 |dzx dy dz|;

K St
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Haciendo el cambio de variable (z,y, z) — (z,y,7z) tenemos que
/ ‘7r2x4 + 7%y + 22|s |dx dy dz| = q_lq_23/ |x4 + 9+ z2|S |dx dy dz|,
Sy O
por lo tanto tenemos

/ }7r23:4 + 7%y + z2]s |dx dy dz| =
0

3
K

1—q 7' + q‘lq_zs/ |2 +y* + 2% |da dy dz|
0%
Resultado final

Sea ¢ *=ty Z(t) = fog |zt + 9% + 22|” |dw dy dz| entonces reemplazan-
K
do los resultados intermedios que hemos obtenido tenemos que

(1 — g Y (oot + 03q75t5 + 047t + 05¢7%%)
(1 =g 1)(1 — g~ 1%t12)
N (o + v3q 5t + vaq 5 + v5qt8)
1— g 13412
(1= ) (g 382 + 43 + ¢ 140 4 ¢~12410)
1— g 13412

Z(t) =

+

4.1.2. Calculo para E;

Teorema 4.2. Sea K un cuerpo local no arquimediano, si la caracteristica
de Ok /mOk es diferente de 2 y 3, entonces la funcién zeta local de Igusa
asociada a E; = 23y + y3 + 2?2 viene dada por

/ 2%y +y° + 2[5 |dw dy dz| =
0}
(1)t(00 + 0547 19(6,6)+ + 07¢™"t° + 0104~ 7t + (1)g""t?)
(1,1)(19, 18)

L0 + vsq t5(6,6) , v7q 101 + vypq Ot

(19,18)
(D@D, +q (4 4), + g PH0(5,5)y + (gt +q )
(19, 18)
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Demostracion. Primera aplicacién de FFE

Sea fy = 23y + vy + 2%, 1 v 0y con su significado usual para fy, se puede
ver que el unico punto singular de la reduccién de fy son (0,0,0), luego la
primera aplicaciéon de FFE produce

/ 2%y 4+ y° + 2[5 |de dy dz| =
03

K

1 .
Yy + 00 (1 t—l—q_3t2/ \m? 2y + myd + 22 |da dy dz|;
o

(1,1)

Segunda aplicaciéon de FFE

En este caso fi = w22’y + my® + 22, por lo tanto fi = 22, luego 1, =
¢3¢ (q—1)=1—¢q ' y oy =0, y como el conjunto de puntos singulares de
fiesF, x F, x {0} tenemos que

3
K

/ |m2 0y + 7y + 225 |da dy dz| =
0

3
K

(1) +/ |m223y + my® + 2[5 |de dy dz|
OKXOKXTFOK

=(1)+ qlt/ ity + y* + 725 |dx dy dz|;
03

K

Tercera aplicaciéon de FFE

En este caso fo = w23y +y° + w22, por lo tanto fo = ¢, luego vy = ¢ 3¢*(q —
1) =1—-q', y oo =0,y como el conjunto de puntos singulares de f5 es
F, x {0} x [F, tenemos que

/ |2ty + y* + 72?5 |do dy dz| =
03

K

(1) +/ |7rx3y+y3+7r22|§<|dxdydz|
OKXWOKXOK

=(1)+ q_lt/ [Ty + 72y + 225 |dx dy dz|;
03

K

Quarta aplicaciéon de FFE
En este caso f3 = 7T:U3y + 7T2y3 + 22, por lo tanto f3 = 22, en consecuencia
v3 =q3¢*(q—1) = 1—q ',y 03 = 0, y como el conjunto de puntos singulares
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de f3 es F, x F, x {0} tenemos que

/ |rady + 72y + 225 |dx dy dz| =
0

3
K

(1) +/ |2ty + w2y + 2% |dx dy dz|
OKXOKXWOK

=(1)+ q_lt/3 2%y + my? + 725 |da dy dz|;
0

K

Quinta aplicacion de FFE o

En este caso f; = 23y + 7y + w22, por lo tanto f, = 23y, por lo tanto
vi=q%qq-1=0-¢ ") you=q"qg—1)=q¢ (1 -¢"), y como
el conjunto de puntos singulares de f; es {0} x F, x {0} tenemos que

/ |2ty + Ty 4+ 7225 |da dy dz| =
03

K
1
(1)2+q1(1)%t+/0 oo |2y + 7y + 7225 |do dy dz|
) TOUR XOg XTUK
1
= (1)2+q1(1)%t+q1t/@ |23y + oy + 225 |do dy dz);
’ K

Sexta aplicaciéon de FFE o
En este caso f; = 7?2’y +¢° 4 2%, por lo tanto f5 = y* + 2%, y como el
conjunto de puntos singulares de f5 es F, x {0} x {0} tenemos que

/ |22y + y® + 22| |d dy dz| =
03

K
1
1/5+U5Qt+/ \m? 2y + y® + 22| |da dy dz|
(171) OKXT('OKXTI'OK
1
:1/5+05Lt+q2t2/ \mady + 7y + 225 |dr dy dz|;
(171) Oi’(

Séptima aplicacién de FFE -
En este caso fg = mady + my? + 22, por lo tanto fg = 2%, y en consecuencia
ve = ¢ 2¢*(q—1) = 1—q ', y 05 = 0, y como el conjunto de puntos singulares
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de fs es F, x F, x {0} tenemos que

/3 \mady + my? + 225 |de dy dz| =
o

K

(1)+/ \mady + 7wy + 225 |do dy dz|
OKXOKXTI’OK

= (1) +q_1t/3 2%y + y° + 722 |da dy dz|;

Ok

Octava aplicacién de FFE o
En este caso f; = 23y + y> + Wzi por lo tanto f; = 2%y + y®, y como el
conjunto de puntos singulares de f7 es {0} x {0} x [F, tenemos que

/ |22y + v + 722 |de dy dz| =
03

’ 1)

t+/ 2%y + y* + 7225 |do dy dz|
(171) WOKXWOKXOK

(1)
(1,1)

V7 + o7

=v;+ o7 t+q2t/3 |me2y + 72y + 22| |da dy dz|
o

K

Novena aplicaciéon de FFE

En este caso fs = miz3y + 72y® + 22, por lo tanto fs = 22, luego en este
caso 15 = ¢ 3¢*(¢—1) =1 —¢q ', y 0y = 0, y como el conjunto de puntos
singulares de fg es F, x F, x {0} tenemos que

/ |33y + 2y 4 225 |do dy dz| =
@

3
K

(1)+/ |7r3x3y+7r2y3+22|§<|dxdydz|
OKXOKXWOK

= (1) +q 't / ity + y° + 2 |da dy dz|;
3

Ok

Décima aplicacion de FFE o o
En este caso fg = mxdy + v + 22, por lo tanto fog = y® 4+ 22 = f5, y como el

23



conjunto de puntos singulares de fg es F, x {0} x {0} tenemos que

/ \rady 4y + 2% |do dy dz| =
3

OK
1
V5+O'5Qt+/ 2Py + y° + 2[5 |dx dy dz|
(17 1) OKXTFOKXWOK
1
= U5+ 05Lt +q % /3 |2y + Ty + 225 |do dy dz|;
OK

(1,1)

Decimoprimera aplicacion de FFE
En este caso fio = 2%y + 7y + 22, por lo tanto fio = 23y + 22, y como el
conjunto de puntos singulares de fio es {0} x F, x {0} tenemos que

/ 2%y + Ty + 225 |do dy dz| =
03

K
1
V10+010Lt+/ |2y + 7y + 225 |do dy dz|
(171) ﬂ'OKXOKXﬂ'OK
(1)

(1,1)

= V10 + 010 t+q_2t/ |22y + y? + 7225 |dr dy dz|;
03

K

Decimosegunda aplicacién de FFE

En este caso fi1 = w2’y + y° + 722, por lo tanto fi; = v, luego en este
caso V11 = q 3¢*(q—1)=1—¢q !, y o131 =0, y como el conjunto de puntos
singulares de fi; es F, x {0} x F, tenemos que

/03 \m?2%y + y° + 722 |da dy dz| =

K

(1) +/ |22y + y® + 7225 |da dy dz|
OKXTFOKXOK

=(1) —|—q1t/3 |m?xdy + 72y + 22| |da dy dz|;
o

K

Decimotercera aplicaciéon de FFE
en este caso fio = w23y + w2y® + 22, por lo tanto fio = 22, luego en este
caso v = ¢ 3¢*(q—1)=1—¢q ', y 612 = 0, y como el conjunto de puntos
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singulares de fio es F, x F, x {0} tenemos que

/ |22y + 72y 4 225 |do dy dz| =
o

3
K

(1)+/ \m223y + w2y 4+ 225 |da dy dz|
OKXOKXTI'OK

= (1) +q¢'t? /05 2%y 4+ y® + 2[5 |do dy dz|;

K

Resultado Final
Reuniendo todo esto tenemos que

/ 2%y +y° + 2 |du dy dz| =
Ok
(1)t (00 4+ 0547 715(6,6) 4 + o7g 1% + 010g 5t 4 + (1)g7¢)
(1,1)(19,18)
s vsq 1°(6,6) 1 v7q "t + vigg Ot

(19,18)

+(1>(q_3t2<1’ 1)1 +q °t"(4,4) 1 +q 1'°(5,5)  + (1)q % + ¢ '%1')
(19,18)

4.1.3. Calculo para Eg

Teorema 4.3. Sea K un cuerpo local no arquimediano, si la caracteristica
de Ok /mOf es diferente de 2, 3 y 5, entonces la funcién zeta local de Igusa
asociada a Fg = 2° + 93 + 22 es

/‘ 2° 4+ y® + 225 |do dy dz| =
0%
vo(1,1) + oo(1)t
(1,1)(31,30)
(1) (g2 0 (a7 ) + q 3 (1, 1) + ¢ 541(3,2)4 + ¢ 221 (1, 1))
(31,30)
(a7 3 ola't))
(31, 30)
L)+ (=0 =) 003 g0
(1,1)(31,30)

_|_

_|_
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(vs(1,1) + (1 — g2 — vg)(1)t) ¢ *21°(10,10) 4
(1,1)(31,30)
(vin (L, 1) + (1= ¢ 2 —vn) (1)) g 1722
(1,1)(31,30)

Demostracion. En este caso son necesarias 22 aplicaciones de FFE, resumire-
mos los calculos como sigue; sea

Z(l,m,n) = / |7t + 7™y + w25 |da dy dz|,
O%
donde 0 <1 <5,0<m<3,0<n <2y al menos uno entre [, m,n es cero,

a Z(0,0,0) lo notaremos sencillamente por Z
La primera aplicacion de FFE produce lo siguiente

(1)
(1,1)

/ |22 +y*+22 5 |dx dy dz| = vy+oy
3

Ok

t—l—q_3t2/ |30y +22 5 |do dy dz|;
03

K

que lo escribimos como

1
7 =uvy+ ao(i )1>t +q 7t 7Z(3,1,0)

donde vy v 0y tienen su significado usual para f, = 2°41y°+22. sucesivamente
tenemos lo siguiente

(1)
(1,1)

7Z(3,1,0) = vy + 0y t+q'tZ(2,0,1)
donde f; = w32 + wy® + 22

1
Z(2, 0, 1) =1yt 029 <i i>t + qiltZ(l, 2, O)

donde fo = m22° + 93 + w22

(1)

t+q¢ 'tZ(0,1,1
a0 +q (0,1,1)

Z(]_,Q,O) =Vv3+ 03

donde f3 = ma® + 72y® + 22

(1)

7(0,1,1) = vy + @mt +q*tZ(4,0,0)

donde f; = 2° + my® + w22

_ (
Z(4,0,0) = v + o

o6

t+q *Z(2,1,0)



donde f5 = mi2® + y3 + 22

(1)

7(2,1,0) = v5 + 06—t + ¢ 'tZ(1,0,1)
(1,1)
donde fg = m22® + my? + 22
1
Z(1,0,1) = v7 + ay(i i>t +q%tZ(0,2,0)
donde f; = w2’ + 93 + 722
_ (1) 2y
Z(O,Q,O)—Vg—l—O'g(l 1)t+q tZ(?),0,0)
donde fg = 2° + 72y3 + 22
_ (1) 1
Z(B,0,0) = Uy +O’9(1 1)t+q t Z(l,l,O)
donde fy = m32° + 3 + 22
1
Z(l, 1, O) = V10 -+ Ulo%t + qith(O, 0, 1)

donde fig = ma® + wy® + 22

1
Z(07 07 ]-) =vn+ 011%25 + q_ltZ(47 27 0)

donde fi; = 2° + 93 + w22

1
Z(4,2,0) = v1o+ 012 (1)

t+q2t2Z(2,0,0
Ly A0

donde fio = 7ta® + 72y + 22

1
Z(Q,0,0) = Vi3 + 013 ( ) t+q72t2Z<O,1,0)

(1,1)
donde fi3 = m2a® + 3 + 22
_ (1) 1
Z(O,l,O)—V14+Ul4mt+q tZ(4,0,1)
donde fi4 = 2° + 7y3 + 22
1
Z(4,0,1) = v15 + 015%?5 +q7'tZ(3,2,0)
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donde fi5 = ma® +y3 4+ w22

1
7(3,2,0) = vi6 + 016 (1)

t+q¢ %%*7(1,0,0
o +q (1,0,0)

donde fig = m3a® + w2y + 22

1
Z(l, 0, O) =7+ 0'17Lt + qiltZ(O, 2, 1)

(1,1)
donde fi7 = ma® + > + 22

1)
(1,1)

7(0,2,1) = vig + 018 t+q 'tZ(4,1,0)

donde fig = a° + 72y3 + w22

1
Z(4, 1, O) = V19 + Jlgit + q_ltZ(?), 0, 1)

(1,1)

donde fig = 7ta® + 7yd + 22

1
Z(3707 ]-) = Uy + O-QOL

t+q t7(2,2.0
a0 +q (2,2,0)

donde foo = 732 + 93 + w22

1
Z(Q,Q,O) = V91 + 091 ( ) t—{—q_thZ

(1,1)

donde fo; = 72a® + w2y® + 22
Por otro lado es claro que

(1):q_3q2(q—1):V1:y2zy3:y4:y6:y7:1/10

= V12 = V15 = V16 = V18 = V19 = V9 = V21

y también

O0=01=09=03=04 =0 =07 =0y

=012 =015 =016 = 018 = 019 = 090 = 021

y como S
V+22=fs=fo=fi3=fir

5, .2 T _ T 5, 3 _ 7

’+ 2= fs = fu ’+y = fu
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entonces
Vs = Vg = V13 = V17 05 = 09 = 013 = 017
y
Vg = V14 08 =014
también como f5 tiene ¢ puntos singulares, los de la forma (Z,0,0) donde
T € F, tenemos que 05 = 1 — ¢~ % — v, de manera andloga o = 1 — ¢ % — 15

yon=1-—q¢2%—u;.
Reuniendo todo esto tenemos

/ |2° + y® + 22| |de dy dz| =
Ok
l/()(l, 1) —f-O'()(l)t
(1,1)(31,30)

(W) (g 32300 (g ) + ¢~ 13 (1, 1) + ¢ 1214(3,2) 4 + ¢ 2% (1, 1))
(31,30)
(q_27t25 Z?:O(q_lt)i)
(31, 30)
N (vs(1,1) + (1 = q2 = ws) (D)) g 319 300 (¢7'1)"
(1,1)(31, 30)
(yg(l, )+ (1—q?%— yg)(l)t)q_mtm(lo, 10)4
(1,1)(31, 30)
(r1(1,1) 4+ (1 — ¢72 — vi1) (1)t) g7
(1,1)(31, 30)

+

+

4.1.4. Calculo para A,

Teorema 4.4. Sea K un cuerpo local no arquimediano, si la caracteristica
de Ok /mOk no divide a r+1, entonces la funcién zeta local de Igusa asociada
a A, = 2" — yz viene dada por

(1)(3,1)
(1,1)(21 + 6,2 + 2)

g ()21, 1) Y (a7 1) ™
L)RI16,20+2)

[ Haalicldedyd| =

Ok
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en el caso en el que r es impar y

1)(1 — g3t 4 g~ 2—3420+1 _ —2—442+2
/ | Al [dz dy dz| = OlCt: . ! )
o1 (1,1)(4l + 4,41+ 2)
_ 2/ 1 \2 _oj_ —4l—
(1)2(1,1)+(q 3t2(21+1,2l)+ Zézg(q 125) +q 21 1t2l+q 4l Zt‘”)
(1,1)(4l + 4,41 + 2) ’

+

en el caso en el que r es par.

Demostracion. Las siguientes integrales seran tiles; de aqui en adelante ¢t =
qu
| et el de dy de] =

o

K
(1= q')?

(1—qgH*+2¢ = t+q2t2/3 |72 — 2|3 [d dy dz|,
- o

K

ya que al aplicar FFE en este caso tenemos f = —yz y v = ¢ 3q(q — 1)?,
o =2q¢3q(q— 1) luego si

In :/ |7 — yz|5 |do dy dz|,
03

K
entonces una aplicacion de FFE produce
-1

2
L, = (1,0)? (1 + (1‘] 3 ) g,

donde (a,b) = 1 — ¢~%°, por otro lado es claro que

I = / 2" =2l [de dy dz| = Z(A,, 5),
03

K

ahora inductivamente se puede comprobar que

9~ -1 4
Iy = (1,0)? (1 + (1q 1)t> D (gt + g Z (A, ),
! i=0

-1 -1

2 .
Ly = (1,0)? (1 + (1q 1)t) Z(q_lt)zl +q 72,

y por otro lado con una aplicacién de FFE tenemos

=0

1,0
L= (1,002 +2 -1<<1 1>)t+q—2t |l = gl ldedyds
OK
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nuevamente utilizando FFE obtenemos

/Ix”l—wyzl%\dxdydzlzl—q1+q1t/ w72 — gzl |de dy dz|,
03 O}

K K

con lo cual obtenemos

1,0
L =(1,02+2 —1<(1 1)) t+(1,0)g 2t + ¢ 3?1,

ahora aplicando FFE obtenemos

1,0
/ | A% |[de dy dz] = v + Ugl 1;75 + (_1_3752/(93 |7t — 25 |da dy dz|,
K

ahora contemos los (z,y,z) € F} tales que 2" = yz

» sizx =0y y =0 entonces z esta libre, luego hay ¢ puntos.
» siz =0y z=0 entonces y es libre # 0, y tenemos ¢ — 1 soluciones.

» sixz # 0, entonces y,z # 0y dado y el correspondiente z es unico y
reciprocamente, luego tenemos (g — 1)? soluciones.

en total hay ¢? puntos en la hipersuperficie VF:(; (AT)

luego v = ¢3(¢® — ¢*°) = 1 — ¢!, ahora facilmente se ve que el tnico
punto singular de Vs (AT) es (0,0,0), luego 0 = ¢~3(¢*> — 1), por lo tanto
tenemos

1
| VA ldndy el = (0,00 + ¢ @0 T+
o L0

Primer Casor =2/ +1

(1,0)
(1,1)

/3 |A21+1’§( |d$ dy dZ’ = (17 O) + q71<27 0) it q73t2[2 ls
Ox

pero recordemos que

-1
Ly = (1,0) ( ) Z )% + ¢ 2 Z(Asiia, 5),

por lo tanto tenemos que

(1)(3,1)
Asir |3 -
/@J i [de dy d2] = =55 g

L P 1) T (a1
(1,1)(2 + 6,20 + 2)
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Segundo Caso r = 2/

(1,0)
(1,1)

/ Al ldwdy d=| = (1,0) + @20 D14 g,
OK

pero

_ -2
By = (07 (1 Fgge) ot 0 g

=

y recordemos que

1,0)?
I = (1,0)? +2q*1( ) t+(1,0)¢ %t + ¢ Iy,

(1,1)

y nuevamente recordemos que

-1
[2[ — (1’0)2 <1 ) Z 71t 21 + q72lt2lZ(142l7 S),
=0

por lo tanto

(1 = _St _2l_3t2l+1— _2l_4t2l+2
/ Al Ve dyz| = DLZ 0 ! )
03 (1,1)(41 + 4,41 + 2)
_ 2%
(D*(L D)4 (P04 1,204 S5 (a7 ') ™ + g7 8 4 g )
(1,1)(4l + 4,41 + 2) '

+

4.1.5. Calculo para D,

Teorema 4.5. Sea K un cuerpo local no arquimediano, si la caracteristica
de Ok /mOk no divide a r — 1 y es diferente de 2, entonces la funcién zeta
local de Igusa asociada a D, = "' — xy? + 22 viene dada por

Z(D2l+17 3) =

(1,1) + ao(L)t + g~ (v, (1,1) + 0 (1))
(1,1)(4l + 1,41)
OICEY (220, 20) 4 + (1)g~*) 22 (g7 1)
(1,1)(40 + 1, 4l)
(1)%q2t4 (2 — 1,20 — 1),
(1,1)(4l +1,40)
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en el caso en el que r es impar y

Z(Dzl, S) =

(1,1) (o + (1)g 2414272 4y g 221 4 (1)g~2242)
(1,1)(41 — 1,41 — 2)
L W(oot +ong ) + (% (1 + g 3 (g 1)
(1,1)(4] — 1,41 - 2)
(D)(L, g2 (L4 (gt +¢7%*) Yo (a')”
(1,1)(40 — 1,41 — 2) :

+

en el caso en el que sea par.

Demostracion. Las siguientes integrales seran ttiles
I, = /3 |72 — wary? + 225 |dr dy dz|,
o
con una aplicacion de FFE tenemos
I, = (1,0) + q_lt/3 |7 — wy? + w25 |da dy dz],
Ok

y aplicando nuevamente FFE a esta ultima integral tenemos

(1,0)2
L)

ya que en este caso f = —xy N(xy? = 0) = 2¢* — q y la cantidad de puntos
singulares de esta curva es ¢?; colocando todo esto tenemos

q*(1,0)°
(1,1)

/ 7t — wy? 4 w25 |de dy dz| = (1,0)% + g7 +q Mty
03

L, = (1,0) + (1,0)%¢ 't + t? + ¢ 2%, o,

de manera inductiva se puede ver que

m—1
1,0
by = ((1,0) (1,0)%¢ 't + (( 2t2> Z (g7 )™ + g 22 g,

analogamente

1,02 ,,\S=, .2
D1 = ((1,0> - (170>2q—1t+%q 2t2) Y (a7 + g,
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calculemos Iy en este caso fi, = 2" + 2% ast Singg_ (f1,) = {0} x F, x {0}
luego con una aplicacién de FFE resulta

1,0 _ 3
Iy = vy, + O-Ioﬁt +q 2752/ |7 3" — wy? + 225 |da dy dz|,
) @

3
K
luego sea
K, = / |72 — xy? + 22| |da dy dz|,
03
K

para esta integral tenemos f = 2" ! + 22, asf calculemos el ntimero de ceros
de esta ultima curva sobre I,

» si z=0y x =0, entonces y es libre, luego tenemos ¢ soluciones

m siz =0y y =0, entonces x es libre # 0, en este caso tenemos ¢ — 1
soluciones

» si z # 0 entonces x,y # 0 y en este caso si z y y son arbitrarios = es
tinico, y reciprocamente; de esta manera tenemos (¢ — 1)? soluciones

en total tenemos ¢? soluciones y también es facil ver que el conjunto de puntos
singulares de esta curva es F, x {0} x {0} de esta manera aplicando FFE
obtenemos

(1,0)?

(1,1)

es obvio que Ky = Z(D,, s) y facilmente se que

Km = (17 0) + qil 1+ q72t2Km727

1,02\ o=, . 2
Ko = ((1,0) ¥ q—l%t) () + g 2(D, 5),
b :0

(2

ahora calcularemos

L :/ | — way? + 22 |da dy dz|,
@

3
K

y una aplicaciéon de FFE produce

L= (1,0)+ q_lt/ 2" — ay? + 7225 |do dy dz|,
O

r—1

en este caso f = 2" — zy?, asi sean vy, o;, con su significado usual luego

tenemos
/(9 |z" ™t — ay? + 7225 |do dy dz| =

3
K

1,0
vy +op El’ 1;1& + q_zt/(9 |7 2" — pfay? 4 223 |dx dy dz],

3
K
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y nuevamente una aplicacion de FFE a esta ultima integral produce

/03 |7 22" — Pry® + 2P| |da dy dz| =

K
(1,0) + q_1t2/ |7 — wy? + 225 |da dy dz;
O%
Utilizando todo esto obtenemos

1,0
L =(1,0) +vig 't + oy, El 1;q‘1t2 +(1,0)¢7%t" + ¢ Ko,
con todo esto podemos ahora calcular Z(D,, s)
Primer Caso r =2/ +1
en este caso tenemos

_ (1,0)
Z(DT,S) =19+ 00<1 1)

t+q L1y,

con 1y, op con su significado usual para f = 27! — zy? 4+ 2 y recordando
que
( — 2
ey = (10 + 0P+ GO ) Y )+ e,
=0
(1,0) —2,2
Iy = I t t“ Ko
0=V, +o 0(1,1) +4q 2(1—1)5
K “ (a0 + _1(1’0)2t lz%( )% 20200 7 (D, )
2(1-1) = ) q (17 1) pan q q rsS),

con todo esto tenemos

Z(D21+17 5) =

vo(1,1) + oo(1)t + ¢~ V2 (v (1,1) + 04, (1)2)
(1,1)(4l + 1,41)
(1)(1,1) (¢~ *#3(2L,20) 4 + (g~ ) Yip (¢7')”
(1,1)(4 + 1,41)
(1)%2q7%t* (21 — 1,21 — 1)
(1,1)(4l + 1,41)

_|_

Segundo Caso r = 2/
en este caso tenemos

10)
Z(Dy,s) =1+ 0'021 1;15 + ¢ 3,
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1

con vy, 0y con su significado usual para f = 2"~ ! — 2y? + 2? y recordando

que

_ 1,0)% _ e 1204
b2 = ((1,0>+(1,0>2q 1t+%q 2t2) > (a7 + (a7,
’ 1=0

(1,0

L =(1,0) +v,q 't +op ﬁq_lﬁ 4+ (1,0)q 3 + ¢ Koy,
-3

_,(1,0)? N2 —o(— _
Ko(i-2) = ((1,0)+q 1%t> (671" +q 2D Z(D,, 5),
! i=0

con todo esto tenemos

Z(Dgl, S) =

(1,1) (v + (1)g 21422 vy g 221 4 (1) 2242
(1,1)(4 — 1,41 —2)
N (1) (o0t + o242 + (1)%q 581 (1 4 g~ 2414201 Zﬁ;ﬁ (¢11) 2
(1,1)(4 — 1,41 —2)
_ 2
L WO (14 (gt +q7) (a7
(L, 1)(4l — 1,40 — 2)

4.2. Formas fuertemente no degeneradas

Sea K un cuerpo local no arquimediano, f(z) € Oklz], v = (z1,...,7,)
se llama una forma fuertemente no degenerada si este es un polinomio ho-
mogéneo de grado d, y el tinico cero singular de f sobre Ok /mOx es {0}.

Las series de Poincaré para este tipo de polinomios han sido calculadas
explicitamente, primero en el caso en que K = Q, por J. GOLDMAN [G],
y después en el caso en que K tiene caracteristica positiva por V. ALBIS
y R. CHAPARRO [A-C]J; en los dos casos el método consiste en encontrar
recurrencias para el numero de soluciones de f(x) =0 (méd 7™ Of), para
después encontrar la serie de Poincaré. Nosotros calcularemos con la ayuda
de la férmula de la fase estacionaria m-adica de Igusa la funcién zeta local,
independientemente de la caracteristica, y luego con esta la serie de Poincaré.

Como hemos dicho J. Goldman calculo la serie de Poincaré en el caso
K = Q,, el obtiene el siguiente resultado
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Teorema 4.6. [G, pag 588] Sea f(z1,...,x,) una forma fuertemente no
degenerada de grado d con coeficientes en Z,, el anillo de los enteros p-adicos,
entonces la serie de Poincaré de f es

R(t)
(=1 - p )

Py(t) =
donde R(t) es un polinomio de grado d, el cual se puede calcular de forma
efectiva.

Nosotros empezaremos con el siguiente

Teorema 4.7. Sea f(z) € Oklz], x = (z1,...,2,) una forma fuertemente
no degenerada de grado d, entonces su funcion zeta local de Igusa es

v(f) L —q ') +o(f)1—q ")t
(1 =g )1 =g mt?)

/ (@)l |de] =
(@)

K
Demostracion. Una aplicacién de FFE produce

s _l/_ O__(]'_qil)t )8 T
[ 15@liclst =Py oD+ [ 1@l

n
K

y como f(x) es una forma de grado d tenemos

/ (@)l |dz] = ¢t / (@) |de]
(mOK )" 1)

por lo tanto
— —(1=qg7!
| @lildel =+ oL 4 e [l

n
K K
con lo cual

v( )1 =g ') +o(f)1—qg )t
(1 —q 1)1 —qgmt)

IREINZE

K

]

Ahora como v(f) = ¢ "(¢" —c1) y ya que f es fuertemente no degenerada,

entonces o(f) = ¢ "(c; — 1), por lo tanto

(I—q "))l —q ')+ q (e —1)(1—q ")t
(1 —q )1 —gmt?)

|1 @fcldel =

K
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pero recordemos la relacién entre la funcién zeta local de Igusa y la serie de
Poincaré

> Caam L —tZ(f,s)

Z Cm (q t) - 1—¢

con lo cual

(1= q )1 — gt — (1 — g "cr)(1 — g~ )t — g~"(cy — 1)(1 — g~1)g~"¢?
(1=)(1 =g 't)(1— gt
(0-0(0 (" et =g = )X — )
(1=0)(1 =g 1) (1 — g 1)
R S S eV 1D v Vet it
(1 =g t)(1 —qmtd)

y por lo tanto

Z cpt™ =

m=0

L— (¢ —et —g (' =) 35 (a") — gD
(1 =g 1) (1 = ¢mtd=Dd)

en concordancia con el resultado de J. Goldman.

4.3. La funcién zeta local de Igusa para (2 —
vz —y’)

Este polinomio es un buen ejemplo para mostrar, el no es cuasihomogéneo
ni semicuasihomogéneo, este ejemplo ilustra muy bien varias técnicas usadas
en el calculo de las funciones zeta locales de Igusa. En [G-K] S. Gray y K.
Karlof calculan la funcién zeta local de Igusa para (2% — y?)(2® — 3?) en el
caso en que K = Q,, nosotros siguiendo sus ideas calcularemos la funcién
zeta para (22 — y3)(2° — ®) en el caso de K arbitrario.

Primero unos preliminares.

Sea P(t) € Okl[t1,...,t.]], P(t) es llamada una serie de potencias re-
stringida especial, de manera abreviada SRE, si P(0) = 0 y el coeficiente de
todo monomio de grado positivo d en P(t) esta en 14" 1Ok El siguiente lema
clave lo podra encontrar el lector en [I3]

Lema 4.1. Sean ¢ (z),...,¥,(x) n SRE en Okl[x1,...,z,]] tales que

8(@&1, o 7wn)

m(O) Z0 (méd 7O0k)
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entonces y = (), es decir y; = 1;(z), produce un homeomorfismo analitico
de O} sobre si mismo que preserva la medida.

Este lema nos servira en algunos cambios de variables que haremos.

Teorema 4.8. Sea K un cuerpo local no arquimediano tal que la carac-
teristica de Ok /mOf es diferente de 2, 3, 5 y 11; Entonces la funcién zeta
local de Igusa asociada a (22 — y?)(2° — y3) viene dada por

1—q M)t
2 .3 5 ,3\|s dx dyl = (

L 16 =" = el o] = o+ ooy
B 1 — q—1)2
5| - 1) e =)
+ (l | )q (1— g 1)

L—g 2 ¢t —q )1 +q ')
1— g2t (1 —¢q72t5)(1 — ¢=5¢*")

q’7t17(1 _ q’l)Q
(1 —q2t%)(1 — ¢g5t12)

—245
gt - -
s (A0 + a0 A() + g 0A()
gt 2,5
g (Bi(t) + 420 Ba(t)).

donde
Ay(t) = ¢ H*(1),
As(t) = ¢ ()((1) +¢7 '),

Aa(t) = ¢ (1) + ¢ ((Of x Ok, fa) + 0(Of x Ok, fa)

!
y Bi(t) = q (1 —q'), Ba(t) = ¢ v (nOk x OF, ), donde f, = 2% — y>.

Demostracion. Sea asi fy = (22 — y°)(2® — y?), luego fo = fo v

8%_ 5 .3 5,2 .3

Sy = 2@ —y) + 427 (2" ~y7)
9fo 9. 2(,5 3\ o 2/,.2 3
oy 3y“ (2 —y°) — 3y~ (2" — y°)

por lo tanto (0,0) es un punto singular de fy, sea R un levantamiento de
(O /mOK)? en O%, construido de representantes de Teichmiiller.
La primera aplicacion de FFE produce

/ (@ — )@ — )i [da dy| = o + o0
(9%{ (171)
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- / 2 — ) (@® — )i |de dy]
(ap)es ” (@0 +(T0K)?

donde S es un levantamiento de Singz(F,), luego (0,0) € S y podemos
escribir

2 3 5 3\ s _ (1)
/@ @ = )(a = i ldody] = o + oot

i
Z / (2% — ) (2° — y*) | |dx dy|
(a,0)€5~{(0,0)} 7 (@) +(TOK)?

s = - Pl b
(rOk)?

Calculo sobre las singularidades no nulas En este tipo de singularidades
podemos utilizar SRE para hacer cambios de variable y obtener integrales

mas simples.
Sea (a,b) € S~ {(0,0)}, calculemos

L N =
a,b)+(mOk

el cambio de variables (z,y) — (a + 7z, b+ my) produce

L N = ] =
a,b)+(mOk

¢ / (@ +72)* = (b+7y)°)((a + 72)” — (b + 7y)°) [ |dz dy|
(@)

2
K

— q2/ [((a® = b*) + 7(2az + wa® — 3b%y — 3bmy® — w°y°))
0%

((a°=b*)+7(5a*v+10a’ T2 +10a* w22 +5ar’ v+t a” —3b*y—3bry* —7°y®) ) |5 |dx dy|

ahora como (a,b) € S~ {(0,0)} tenemos que (a* —b%)(a® — b*) € 71O, luego

hay dos posibilidades

» (a® — %) € 7Ok, pero recordemos que también 2a(a® — b%) + 4a®(a® —
3

€ 10k luego 2a(a® — b)) € 7Ok y como 2a ¢ 7Ok entonces
(15 - 63) S 7TOK.

(
b
(
» (a® —1?) € 7Ok de manera andloga obtenemos que (a* — %) € 7Oy
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luego siempre (a® — b)) € 7Ok y (a® — b*) € 7Ok, sea pues a* — b = wc y
a® — b® = 7d por lo tanto

L N = = i =
a,b)+(mOk

q 2t /2 (¢ + 2az + m2® — 3b*y — 3bry® — 7°y°)
K

(d+5a'r4+10a’r2* +10a* w22+ bar’ s+t a® =307y —3bmy” —m?y®) 5 |dz dy|
luego si hacemos el cambio de variable

u =Yy (1, y) = c+ 2ax + 7x* — 3b%y — 3bwy® — 1Y°
v = y(x,y) = d+5a*v+10a>T2? +10a* 1?2 +5amdrt -t a® — 3%y —3bmy? —ny?
tenemos, ya que ¢ (x,y),¥a(z,y) son SRE, de hecho son polinomios y

M(o 0) = 20 =3’

Ix,y) S5at —30b?

y como a?> — b3 € O y a® — b> € Ok entonces a® — a? € Ok, luego como
a pertenece al conjunto de representantes de Teichmiiller, que recordemos
resulta ser también un grupo multiplicativo, tenemos que a® = a?, con lo

cual a® = 1y asi O(h1,12)/0(z,y)(0,0) = 11ab* £ 0 (méd 7O ) luego por

el lema 4.1 tenemos que

= ab®(—6 + 15a”)

5

Lo =G o] =
a,b)+(mOgk

q / |uv| e [du dol
2

OK
B s 2
—gq ztz(/ lul3 |du])
Ok

= q‘%QM

(1—q ')

asi
2 / |(2® = y°) (2° = y°) |5 |da dy| =
(a,0)€5~{(0,0)} 7 (@) +(TOK)?

o (1—=q7")?
(Card(S) — 1)g~“t (=

luego solo resta calcular la integral sobre (71O )?. Célculo sobre la singu-
laridad (0,0) Sea
500= [ 16— )6 — ) dedy
(mOK)?

71



después de un cambio de variables obtenemos

S0 = [ 1@ =) =) dady
K

por lo tanto si f; = (2 — my?)(7%2® — y°), entonces f, = —2y* v asi
Singy (Fy) = (F x {0}) U ({0} x F) U ({(0,0)})

por otro lado vy, = ¢ %(g — 1)2 = (1)%, y en este caso todo cero de f, es
singular, asi oy, = 0, luego una aplicaciéon de FFE produce

S0 = P[0+ [ | = mP)at = Pl dedy

OIX(X?TOK

s e m e - Pl b
WOKXOIX(
s m) e - e ]
(mOK)?
sea ahora

a0 = [ @y ldedyl = [ e
K><7T K

O;;Xﬂ'OK

va que en O x 71O tenemos que |z?> — 71y?| = 1, de manera andloga sea

Bu(t) = / (=) (22— |dee dy| = / 2~y |da dy|
TOR X0 TOx X0

Sa(t) = / (@ — 7y?) (2 — ) |da dy]
(rOK)?

luego
Si(t) = ¢ ((1)* + Av(t) + Bu(t) + Sa(t))

de la misma manera obtenemos
Sa(t) = ¢ %% (1)* + Ax(t) + Ba(t) + Ss(t))

donde
Ao(t) = / ia® — 3 da dy]
OIX( XWOK

Bat) = [ et ldedy
UK X K
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Sut)= [l = wt = e d
(mOK)
siguiendo de esta manera obtenemos para todon > 1
Sa(t) = g2 ((1)% + A, (t) + By(t) + Spya(t))

donde
An(t) = / 20 — o, |da dy|
O XWOK

By (t) = / 1 — P |da dy]
OKXO;;-

St (1) = / (2 = 1) (27 — o), |da dy]
(mOK)?

asi la idea es poder obtener recurrencias para A,(t) y B,(t), para después

tratar de sumar . .
DAy D B
n=1 n=1

luego como este ejemplo muestra todavia no nos libramos de mostrar que
una serie de potencias es una funcién racional.
Calculemos primero los A,,(t), en primer lugar

Ay(t) = ¢ (1)
y dos aplicaciones de FFE producen
Ag(t) = (1 + ¢ ') + g A (1)
de la misma manera
Ar(t) = () (1 + ¢ ') + g0 Au(t)
y en forma general
Agmia(t) = ¢ ()2 (1 +¢7 ') + ¢ 2t Agn-1) 11 (1)

luego para todo m > 1 se tiene que

,_n

m—

Agmer(t) = ¢ Q) 1+ ¢7%) ) (729 + (¢72°) " A (1)

=0

de manera analoga

As(t) = ¢ (1) ((1) + ¢ ')
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y dos aplicaciones de FFE producen
As(t) = ¢ P12 (14 ¢ ') + ¢ 20 As(t)
y en forma general
Agm2(t) = ¢ (12 (1 + ¢ ') + ¢ 2t Agn-1)42(t)

luego para todo m > 1 se tiene que

3

Agma(t) = P21+ ¢7%) S (729 + (¢72°) " As(2)

7

I
o

y por ultimo

_ _ 1
As(t) = ¢ (1) + g 1 ((OF x O, fa) + 0(OF % OK,fA)(i )l)t)
donde f4 = 2® — 2, dos aplicaciones de FFE producen
Ag(t) = g (12 (14 ¢ ') + ¢ 20 A45(1)
y en forma general
Aspas(t) = ¢ 11 (1 + ¢ ') + ¢ 1% Asm_1)45(1)
luego para todo m > 1 se tiene que
m—1
Agmia(t) = B2 (1+q7) 30 (072) + (072) " Ay (2)
=0

De la misma manera si

mmz/ 2 — 1)
’R'OKXOIX(

tenemos que By(t) = ¢ 't(1 — ¢7'), Ba(t) = ¢ *t?v(7Ox x OF, fy), donde
f» = 2% — y® con lo cual para todo m > 0

Bomia(t) = ¢ (1= g2 (¢7'2) + (¢7'2) "B (¢)

i

3

I
o

—

Bomya(t) = ¢ #2(1 —¢71)? (q_ltZ)i + (¢7'¢*) " Ba(t)

i

3

I
o
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ahora como para todon > 1

n

Si(t) = (1—q "> Z(q_2t5)i + Z(q_2t5)iAi(t)

+ Z 2 Bit) + (¢7%°)" Sy (1),

y como Re(s) > 0 entonces |¢~2t°| < 1y también |S,1(t)| < 1 entonces
Si(t)=(1—-q1")? i %) 4 Z “265) A1) + i(thE’)iBz(t)
i=1 i=1
ahora
i(qzﬁ)%(ﬂ = i(qQﬁ)““Agm(t) + fj(q%)?’”uw(t)
i=1 i=0 i=0

+ Z (¢72t%) 3i+3A3@'+3<t)
=0

y por las recurrencias que hemos obtenido tenemos

i(q_2t5)iz4~(t) _ g B (1— g ) (1 — g 113)

Z —q25)(1 — ¢~ 8¢21
_2t5 ) )

+W<Al(l€)+q 245 4,(t) + ¢ 4tloA3(t>)

de manera completamente andloga obtenemos en el caso de B, (t)

o0 . q*7t17(1 . qil)Q

;(q RAh (1= q2%)(1 — g=112)
+#ﬂ)tw (31 (t) + q_2t5BQ(t)>
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con lo cual podemos ya dar el resultado final

1—q ')t
2 .3 5 ,3)\|s dr dyl = (
L 16 =00 = byl = v+ g
B 1— q71)2
+ (151 - 1)q (1—q11)2
(L—g )27 "1 — ¢ (1 +¢7't)
1—q2t5 (1 —q728°)(1 — ¢=5¢*1)

q_7t17(1 . q_1)2
(1 —q72°)(1 = q=5t12)

q 2t —2,5 4,10
+W<A1(t)+q t Ag(t)—f-(] t A3(t)>
245
q -t —92,5
= (Bi(t) + 420 Ba(1)).
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