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Leccion I2.
Calculo diferencial

Variable. Llamase variable una cantidad que puede tomar valores suce-
sivos diferentes, i constante la que guarda un valor fijo i determinado.

De las funciones en jeneral

Cuando los valores sucesivos de una variable dependen segun una cierta
lei de los que toma otra variable, la primera se llama funcion de la
segunda.

Se puede asegurar que dos cantidades que varian juntas son fun-
ciones la una de la otra, cuando se sabe que a cada valor de la una
corresponde un valor determinado de la otra aunque no se conozca i no
exista relacion algebraica entre ellas.

Se llama variable independiente aquella & quien se atribuyen valores
albitrarios i funcion la que toma valores correspondientes. v. g. El area
de un circulo es funcion de su radio.

Una cantidad puede ser funcion de diversas variables independien-
tes. v. g. El volumen de un cilindro recto de base circular es funcion
del radio de la base i de la altura.

Reprecentacion jeometrica de las funciones de una
sola variable

Se acostumbra designar las variables por las ultimas letras del alfabeto
i las constantes por las primeras.

Las notaciones f(z), F(z), ¢(x), ... reprecentan funciones de x sin
especificar su naturaleza.

[folio 1, verso, pdg. 1]

[Definicién de
variable |

[Definicién de
funcién]

[Definicién de variable in-
dependiente |

[Notacién de funciones y su
representacién grafica |



[folio 1, anverso, pdg. 2]

[Funciones continuas]

[Funciones explicitas |

[Funciones implicitas |

[Limite de una variable]

f(z,y), F(z,y,2), f(x,y, z) designan funciones de las variables. Sea
y = f(z). Se puede tomando sobre un plano dos ejes coordenados con-
siderar & x como una absisa variable i & y como la ordenada correspon-
diente de una curva plana cuya ecuacion serfa y = f(x).

yd

De ordinario si la curva es continua; es decir que x variando por
grados insensibles, y varia tambien de este modo, y es entonces funcion
continua de z.

Una superficie puede ser representada por una funcion de 2 varia-
bles.

Llamase Ezplicita la funcion que se espresa inmediatamente por
medio de sus variables siendo indicadas con presision las operaciones
que se deben hacer sobre la variable 6 sobre las variables cuando hay
una o varias.

y =z +va? — 22, y = a® son funciones explicitas de z i de z.
y = 2?4+ az— 2%, y = Va2 — az son funciones explicitas de x i de z.

Se llaman Implicitas las funciones que estan unidas con las variables
por medio de ecuaciones no resueltas, 6 por relaciones desconocidas, por
ejemplo la funcion y en la ecuacion y? — 22y + 222 — a® = 0.

Cuando los valores sucesivos de una variable se acercan indefinida-
mente & una cantidad fija i determinada, de manera que su diferencia
con ella sea mui pequena, dicha cantidad fija es el limite de la variable.
v. g. La superficie de un circulo es el limite hacia el cual se acercan
las areas de una serie de poligonos regulares inscritos al circulo cuyo
numero de lados aumenta continuamente.



sen T

Si se conpara un arco comn su seno, la razon Siempre menor

que la unidad se acerca tanto mas de 1 como x es menor i se puede
sen x
poner L = 1.
x

Puede suceder que una cantidad variable al acercarse a su limite se
sen x

vuelva alternativamente mayor o menor que dicho limite. v.g.

suponiendo que x aumenta indefinidamente. Se acerca a cero, se tiene

sen x 1. 1 .
< — i para que se tenga — < &, basta que x > —, siendo ¢
x x

sen r

x
una cantidad tan pequena como se quiera determinarla; luego

tiene por limite cero. En el mismo mismo tiempo todas las veces que =

creciendo, se vuelve igual a un multiplice de la circunferencia se tiene
sen x

sen x = 0 y la razon pasa por cero cambiando de signo.

Si dos cantidades que varian simultaneamente son constantemente
iguales entre si en todos sus estados de magnitud, i si se sabe que la
una se acerca a su limite, es claro que la otra tendra el mismo 6 uno
igual.

Sean a, p, r el area, el perimetro, i el apotema de un poligono regular
1

inscrito en un circulo, se tiene a = px 57’; pero aipx 57“ son cantidades

que varian con el numero de los lados del poligono regular quedando
siempre iguales entre si. Si A, C'; R son la superficie, la circunferencia
i el radio del circulo, como A es el limite de a C' el de ci R el de r se

tendrda A = C x %R.

Cuando una cantidad variable toma valores que disminuyen sucesi-
vamente i se acerca a 0, se dice que se vuelve infinitamente pequena.
La diferencia entre el area de un circulo, i la de un poligono regular
inscrito puede hacerse infinitamente pequena aumentando el numero

: x+5 e -
de los lados. La funcion prp se vuelve infinitamente pequena si x
34+
crece hasta el infinito.

Se llama cantidad infinitamente pequena, una cantidad esencial-

mente variable que se acerca a cero.

Una cantidad puede creciendo siempre pasar por toda magnitud
dada, entonces se la llama infinitamente grande, se expresa por las

[Limite de

sen x
—— cuando

x—0]

[folio 2, verso, pdg. 3]
[Igualdad de limites]

[Infinitésimos]

[Definicién de
Cauchy]

[Infinitos]



[Tangentes a
una curva planal

[folio 2, anverso, pdg. 4]

notaciones oo 0 por e El infinito puede ser positivo o negativo. v.g.
2
a

y=a-+ si x aumenta hasta acer igual «, y aumenta desde cero

r—a
hasta el infinito.
Orijen del calculo diferencial

El calculo diferencial debe su orijen & la investigacion de un proced-
imiento jeneral para conducir tanjentes & las curvas planas.

MI‘
/| -
y
P I
e
s R
—_— i N
S
. X
T ] iy F F'

Sea la curva y = f(z), MM'M", referida & ejes rectangulares i
supongamos que se quiera tener la tanjente MT al punto M(z,y).
Cambiemos z en (x + h), y se vuelve y + k. Se tendra otro punto de la
curva M'(x + h,y + k), tal que y + k = f(z + h).

Figuremonos que el punto M’ se mueva sobre la curva acercandose
indefinidamente & M, la secante M M’ se acercard & confundirse con la
tanjente MT al punto M. Se tendra

M'N  k

. / . . . .
tanJMMN—tanJS—MN—h.

k
Acercandose de cero, tanj IMR = tanj T = Lim 7 ) Luego si se

consideran los aumentos simultaneos h, i k de las variables x, y tales que
k = f(z+h)— f(x) isise busca el limite hacia el cual se acerca la razon



— de estos aumentos cuando h disminuye infinitamente, este limite sera

la tanjente. trigonometrica del angulo T" que la tanjente en M hace con
el eje de las .

Objeto del calculo diferencial

El objeto del calculo diferencial es determinar para cada funcion el [Definicién
limite de la razon del aumento de la funcion al de la variable, cuando de derivadal
este ultimo disminuye hasta cero.
Este limite que depende unicamente del valor albitrario de z se
llama derivada de la funcion propuesta, i se designa por y' 6 f'(z).
Consideremos algunos ejemplos. [Ejemplos de
[I] y = 2™ siendo m entero i positivo, aumentando z resulta un derivacion]
aumento para y.

m(m —
1-2

1
y+k =(@x+h)m=am+m-ha™ !+ )h%m’2

m(m — 1)(m — 2)

h3m—3 hm
1-2-3 B AR

_|_

restando y tendremos

-1
E=@+h)m™—a"=m-z2™ h+ Mxm_QhQ

1-2
m(m_l)(m_2) m—3713 m
T 5.3 N R o

dividiendo por h resulta

—1
% =mz™ ! 4+ m(;n >$m_2h
m(m - 1)(7” - 2) m—37.2 m—1
2.3 x h* + + h .

Se puede hacer h tan pequefia como se quiera, para que la reunion
de todos los terminos con esepsion del primero sea menor que toda
cantidad dada, luego se podran despreciar estos terminos i se tendra

h
Lim <E) = maz™ L.



Luego la funcion derivada de y = 2™ es 3y = ma™ L.

[folio 3, verso, Se puede sin el ausilio del binomio de Newton llegar al mismo re-
pdg. 9] sultado.

Seax+h =X, h =X —x. Elevemos esta ecuacion & la potencia
m y designemos h™ por k i tendremos

Xm — glml

= X"l X2 X2 e g
X—z

Si h se acerca ®’a 0, X se acerca 4 x i cada término del 2° miembro
serd senciblemente igual & x™~! y como hai m térmimos serd ma™ .

Lim(%) =ma™ . Q.L.D.D.

[IL.] Sea una funcion entera y = az™ + ba" + ca? + - - -.

Cambiando z en (z + h), y se vuelve (y + k)
(y+k)=alx+h)"+blx+h)"+cly+h)?+---
restando y
k=al(lx+h)™—2™ +b[(x+h)"—2"]+c[(x+h)P —2P]+---

k= (maz™ ' +nbx" 1 +paP~t + .- ) h

m(m —1) o, nn—1), 5 pp—1)
N T ar™ " " 2N P h2 4+ ...
—i—( 19 ax + 1.9 xr T+ 2 cx +

k
Lim (E) = maz™ ' + nbz" 1 + peaPt + -

1 1 1 1
ITL] Seay = —, y+k = k= —— reduciend
[II1.] Sea y xm,y—i— CEAT CENA T reduciendo




el entero &%

-1
a™ — (z+ k)™ ™ — 2™ — mx™ h — —m(T 5 )xm—2h2 .
gm(z +h)ym ™ (z + h)™
_ m—l_m(m_l) m—2p2
_ m 1.9 ¢ h
xm™(x + h)™
_ m—1 __ m(m 1) m—212
k_ T 2

[IV.] Seay =va2 — a2, y+ k= +/(x+h)? — a,

k' =+/(x+h)?—a®— V22— a2

V(e +h)? —a® - Va2 —a?
h )

(\/(l‘—l—h)Z —a?— \/562 —a2) <\/(1’+h)2 —a2+\/x2 _a2>
h <\/(33+h)2 —a? + Va? —a2>

S|

>

pero la suma de las raices multiplicada por su diferencia da la diferencia



de los cuadrados:

ko (e+h)P?—ad—2*+a°

ho h<\/(x+h)2+\/x2—a2>

22+ 2xh+ h? —a? — 22 + a®
h<\/(x+h)2—a2+\/a:2—a2>

2zh + h?
h <\/(x+h)2 —a? + Va? —a2>

2x + h '
\/(x—i-h)2—a2—|—\/9(:2—aQ7

[folio 3, anverso, pdg. 6]  al limite por ser h una cantidad mui pequena [se] anula i queda

2+ h

\/(:v+h)2—a2+\/m2—a2
20+ h

- Va2 + 2zh + h? — a? + 22 — a2

verificando lo que dijimos anteriormente resulta

k
h

2z 2z T

k
Lim| - )= = = .
(h) Va2 —a?2+Vx?2 —a? 22?2 —a?  Va?—a?

[Diferenciales] Seay = f(x), se tiene dando a x un valor positivo é negativo, y+k =
k
f(z + h) el limite de 5 s y'; luego Lim 7= Yy + «a, « es funcién

de z i de h que se acerca a 0 i se vuelve nula con h. k =y'h+« - h.
El aumento k de la funcién y se conpone de dos partes distintas, la
primera y'h es el producto de el aumento de la variable independiente
por la derivada de la funcién, llamasela su diferencial designandola por
dif. dy = y'h.

La diferencial de la variable independiente no es sino su aumento
arbitrario porque si se pone y = x, resultay +k=x+hik = h.
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%:1, (%):y':1,dy:d:c:1+h:h;1uegod:p:hi
dy

jeneralmente dy = ¢/'dx, vy = —=.
dx

Se puede decir que la derivada de una funcién es igual al cociente de
la diferencial de la funcién dividida por la de la variable. La derivada
se llama tambien razon diferencial 6 coeficiente diferencial. F¢(1%) Se
tiene Tan T' = ¢/, PP’ = MN = h, IN = yh = dy, dx i dy son
los aumentos correspondientes de x i de y, cuando se pasa del punto
de contacto situado sobre la curva, 4 un punto cualquiera T de la
tanjente. Para un aumento h = dz, k es el aumento correspondiente
MN de la variable de la curva. Sin embargo aunque IN i M'N’ sean
mui diferentes, puede sér que el aumento sea imajinario, y la diferencial

real. v. g. y = (x — 1)z + /(x — 1)3.

Siz=1,y=0,sixz=1+4h, siendo h positiva
y+k=hvl+h+hyv—hicomoy=0,%k=hyvl+h+ hVv—nh

imajinario. Lim E) =1y = 1; luego dy = h por x = 1. Siendo el

uno k la diferencia, i el otro dy la diferencial de la ordenada, su razon
se acerca sin cesar a la unidad, por que el valor de la derivada no es

'h + ah Q@
nulo. En efecto, como k = y'h + ah, se tiene: — = yhtaoh 1+—
y'h y'h Y
o
1 como — se acerca sin cesar & 0 en el mismo tiempo que h i I se
Y

acercan 4 la unidad.
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Leccion 11

Determinacion del sentido en que varia una funcion
segun el signo de la derivada

Se tiene la relacion k = (y' + «)h.

Supongamos que se dé & x un aumento h. Si ¥y’ es positivo, se podra
hacer h i por consiguiente a bastante pequenos para que el signo de
Y+« sea el mismo que el de 3/, luego positivo. k serd tambien positivo
isi oy fuera negativo k tendria el mismo signo. Se ve pues que para un
aumento pequeno de x la funcion crece é decrece segun que su derivada
sea positiva ¢ negativa por el valor que se ha dado & z.

Si haciendo crecer x desde un cierto valor a hasta otro b de una
manera continua la derivada queda constantemente positiva o negativa
sin volverse infinita, la funcion crece o decrece continuamente en el
mismo intervalo. La misma concecuencia existe cuando la funcion se
anula por un valor ¢ de la variable comprendida entre a i b.

Reciprocamente si x aumentando constantemente entre ciertos lim-
ites a i b la funcion esta continuamente aumentando ¢ disminuyendo en
este intervalo la derivada es constantemente positiva 6 negativa para
todos los valores de x conprendidos entre a i b; pero puede volverse nula
o infinita sin canbiar su signo, porque si canbiase su signo la funcion
seria ya creciente lo que no puede ser segun se ha establecido.

1
Aplicacion a la funcion y = gx?’ — 2’ +3r+liala
curva que reprecenta

1
Sea la funcion y = 5:1:3 — 22 4+ 32x+ 1, de donde y = 2% —4x + 3 =
(x—1)(x—3): ¥ esnul porx =11ix=3.

11

[folio 4, verso, pdg. 7]

[Incrementos finitos]



[folio 4, anverso, pdyg. 8]

[Proposicién]

[Demostracién]

12

Si se hace crecer x desde —oo hasta +1, y' es siempre positivo, y

1
crece desde —oo hasta 2 + 3 ;] =1 hasta x = 3 [,] ¥’ es constan-

temente negativa é y crece desde 2 + 3 hasta 1.

Desde x = 3 hasta © = 00, i’ es constantemente positiva é y crece
desde uno hasta el infinito.

La ecuacion y = §x3 — 22% 4+ 3z + 1 esta representada por la curva
MM/M//M///.

Las coordenadas de M son x = —1, y = 3

Las coordenadas de M’ son z =0, y = 1.

1
Las coordenadas de M” son x =1,y =2+ 3

Las coordenadas de M son z =3, y = 1.

La ordenada es maximun en M”, i minimun M"” porque es cre-
ciente desde —oo hasta M”, decreciente desde M” hasta M, despues
creciente hasta el infinito.

La curva no puede encontrar el eje de las x sino en un punto com-
prendido entre 0 i —1.

Una funcion cuya derivada es nula para todos los valores de x corre-
spondientes entre 2 limites a i b es una cantidad constante en el mismo
intervalo y reciprocamente.

Esta proposicion se deduce de k = (v + «)h.
En efecto: por todo valor de = conprendido entre a i b se tiene:
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k
Lim| - ) =¢y =0.
1m(h> Yy

Si se toma una cantidad determinada ¢ tan pequena como se quiera

k
se tendra por el valor absoluto de 7 < g, siendo A mui pequena de
donde k < he.

Sean x7 i xo dos valores cualesquiera de x conprendidos entre a i b.
Demos & z valores crecientes por grados iguales o desiguales, pero tan
pequenos que en el intervalo de x; & x5 se tenga siempre k < eh.

Luego la suma de los aumentos sucesivos de y tomados positiva-
mente, serd menor que la suma de los productos €h, 6 menor que &
multiplicado por la suma de los aumentos de z, i con mayor razon sera
asi para la suma de los aumentos de y tomados con sus signos, lo que
se podré expresar por ys — y; < £(xy — x1). Siendo y, — y; menor que
toda cantidad dada, debe ser nula i se tiene y, = y;, y constante.

Caso en que la derivada es constantemente infinita. En este caso se
k k
tiene: Lim(E) = 00, luego Lim (ﬁ) = 0, luego x debe ser constante

6 lo que es lo mismo sus aumentos son nulos.

Los aumentos simultaneos de las variables i de las funciones se repre-
centaran por A.!

Dos cantidades que no difieren sino por una constante tienen la
misma derivada i la misma diferencial, i reciprocamente.

Si las funciones tienen una diferencial constante llegaremos a la
misma conclusion. Sea u = v + ¢, u + Au = v + Av + ¢ i restando se

Au Av
queda Au =v+Av+c—v+c= Av therefore Au=Avi — = —
Ar Ax
. o du dv
i tomando los limites — = —.
r dx
du dv
Supongamos las dos derivadas iguales T Seay =u—v+c,
x x

1[Proposicién] Si dos funciones son iguales para todos los valores de las variables,
lo mismo serd para sus derivadas. [Demostracién]. Sean u i v dos funciones de z,

u = v, demos a x un valor albitrario Az i se tendrd v + Au = v + Av restemos de u,

, B ,Au Ay Au Av du dv _
Au—v—i—Av—voAu—AvoE—E. E_Ela_dx()du_dv'

[folio 5, verso, pdg. 9|

[Proposicién]

[Demostracién]
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y+Ay=u+Au—v—Av+c, 6 Ay = Au— Av,

% _Au Av

Ar Az Ax

Lim (B _dy _du _dv
m Azx dr  dx dx

Vamos a tratar de la diferenciacion de funcion de
funciones

A Au A
Sea u = ¢(y), y = f(z). Se tiene la identidad 2t A

Ax Ay " Ax
limite % = EZZ_Z : j—i, 6 % = ¢'(y)- f'(x), de donde du = ¢'(y) f'(z)dx,
6 du = ¢'(y)dy 4 causa de ser dy = f'(z)dx.
du  du dy

La relacion — = — - — indica que la derivada de la funcion de
dx dy dzx

funcion, es igual al producto de las derivadas de la primera considerada
como si y fuera variable independiente.

I
—
)
=3

du
Hay que notar que en T dy es el aumento de y considerada como
Y

d
independiente, i en d—y, dy es la diferencial de y considerada como
x

funcion de z.

Ejemplo. w=y™, dy™ = my™ 'dx, y = Va2 —a?, y =

d(y)™ =m (Va? - az)m_l dx.

i
)
1'2—&2
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Diferenciacion de sumas i diferencias de funciones

Sea y = u + v — z[,] demos un aumento 4 ambos miembros
y+Ay=u+Au+v+ Av—z— Az
Ay=u+Au+v+Av—z—Az—u—v+z=A0Au+Av— Az
dividiendo por Ax tendremos
Ay  Au  Av Az

Ar  Ar T Ar Az
1 al limite
d_y B du dv dz

T A
i para tener la diferencial es preciso dividir [;multiplicar?] por dz i
queda
dy =du+dv —dz.
Sea y = au,
y+ Ay = a(u+ Au) = au + aAu
restando y, tenemos

Ay = au+ aAu — au = aAu,

Ay  Au
Az Az’
al limite
dy  du
de ~ “da

6 tomando la diferencial
dy = adu .

Producto de dos funciones

[Sea] y = uv,
y+ Ay = (u+ Au)(v+ Av) = uwv + uAv + vAu + Aulwv

Ay =uv + vAu + uAv + AulAv — uv

= vAu + ulAv + Aulv |
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[dividiendo por Az]

i al limite
6 dy = vdu + udv.

Producto de 3 funciones

[Sea] y = wvz, dy = d(uvz); consideremos este 2° miembro como el
producto de u por vz i tendremos

du = d(uvz) = vedu + ud(vz) = vzdu + uzdv + wvdz .

Producto de varias funciones

[Seal y=wu-v-z---t.
dy =vz---tdu +uz---tdv+ ---

La diferencial de un producto de un numero cualquiera de factores es
igual a la suma que se obtiene de los productos de la diferencial de cada
factor multiplicado por el producto de los demas factores.

Dividiendo ambos miembros por el producto de todos los factores

dluvz---t) du dv dt
——_+ +...+_

wvz -t u v t

Cociente de 2 funciones

Sea y = E, resulta yv = u 6 vdy + ydv = du, vdy = du — Yw =
v v

vdu — udv vdu — ud

v vdu — udv
tenemos vdy = ——  dividiendo por v, dy = ———;

2 Y
esto g[uiere decir que la diferencli}al de un quebrado es igual al denomi-
nador multiplicado por la diferencial del numerador, menos el numer-
ador multiplicado por la diferencial del denominador [todo dividido por
el cuadrado del denominador].
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u
Vamos ha demostrar esta proposicion directamente[;] si y = —,
v

n u+Au

A _u—l—Au_g_vAu—uAv
YT U A v v(v+ Av)
Au Av
Ay "Ar "Ax
Ax v(v+ Av)
i al limite
du dv

dy _ ar  dx

dx v2 '

dividiendo [; multiplicando?] por dzx,

dy:M:d<2> _

Q.L.D.D

Potencia de una funcion y = v [folio 6, verso,
pdg. 11]
Se sabe que

dluwwz---t) = (vz---t)du+ (uz---t)dv + - - - + (uvz - - - )dt.

Suponiendo que todos los factores se vuelven iguales siendo el [su] nu-
mero m se tendrd, d(u™) = mu™ 'du, siendo m entero.

Operando directamente siendo u funcion de x:
y+ Ay = (u+ Au)"

sea u + Au = v sustituyendo se tendra y + Ay = v restando y,
Ay = v™ — u™. Dividiendo el 2° miembro de esta ecuacion por v — u,
se tiene

Ay = (v—u)(0" "+ 0" Pu+ - u™
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dividiendo por Ax

Ay (v—u) (V™ v 2y ™Y

Az Az
B Az

de donde

dv 1 du

—=m -

dx dx
(al limite v = v 1 como hai m [...] se tiene de la ecuacién acabada de
sacar

dy = mu™ tdu = du™ .

Exponente fraccionario y = u?/?

Elevando a esta ecuacion & g queda y? = u?. [Luego]
qy?tdy = puPtdu

multiplicando ambos miembros por y 6 su valor /9,
qyidy = pus " du

dividiendo por y? [...]

qdy = pug_ldu

P

dy = BuTldu .
q

fraccionaria
nun— 1

u2n
Caso de y = u'/™ dy = du'/™ = %du%_ldu n=2dy =dyu=

d
du'du 22 [...] operando directamente y + Ay = Vu + Au Ay =

2\/u
—u—i—Au—\/ﬂ%: \/u—l—iu—\/ﬁ
T x

n

1
Seay = u™" = — tomemos la diferencial dy = — = —nu"du.
um

multiplicando por la [...] vVu + Au—
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Vu tenemos que la suma de las raices multiplicadas por su diferencia
da la diferencia de los cuadrados

(Vu+ Au — u)(Vu+ Au+ /u) u+ Au—u

Az(vVu+ Au+ /u) - Az(Vu+ Au+ )

Au
N Ax(vVu+ Au+ /u)

i al limite
dy _du
de  dx
@ B du B du d_u B d_u 1
dr  de(yu+u)  de2yudr  de 2y/x
du
dy = ——
N
Q.L.D.D.

De las expreciones imajinarias

Las raices aljebraicas resultan del calculo aljebraico i se reducen como
se sabe & la forma u + vy/—1. [...] /=1 como un factor constante:

y=u+ovv—1,y+Ay=u+Au+ (v+ Av)v—1
[de donde]
Ay =u+Au+ (v+ Av)V/—1—u—uvy/—1

= Au+ Avy—1

Ay Au  Av
= T
Ax Ax + Ax ’
1 al limite p p p
Y U v
Il A R ki A |
de dx + dx

y la diferencial

dy = du + dvv/—1 .
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LeCCiOH :[]:[aJ [folio 6, anverso, pdg. 13]

Leccion de Analisis

Aplicaciéon del calculo a la determinacién de curvas [Incrementos finitos]
que tienen ciertas propiedades

e

T 0 P A7 ¥

Ocupemonos de una curva tal que la subnormal en cada punto sea
constante. Se tiene

NP = MP, tanj PMN = MP, tanj MTx

d d
pero MP =y iTan PMN = Tan MTN = d_y , luego NP = yd—y este
x X
es el valor de la subnormal i como es constante la podemos designar
d
por a i tenemos yd—y = a, ydy = adz 6 2ydy = 2adx; pero 2ydy = dy? i
x

2adz = d(2az), de donde dy? = d2ax; al limite y? = 2ax + C: ecuacién
que reprecenta en coordenadas rectangulares todas las parabolas del
mismo parametro i del mismo eje.

21
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Subnormal potencia de la [...] absisa

Consideremos la curva que debe ser tal [...] su subnormal sea potencia

d
cualquiera de la absisa, se tendra yd—y = 2" de donde x"dx = ydy 6
x

2
—— " 4

2ydy = 22™dx, y* =
yay rax, y mr1

La subtanjente proporcional a la inversa de la or-
denada

En el tridngulo TMO tenemos T'P = PM; como PMP =y [..] =
1

tanj MTO

hipérbola [...] cualquiera que tiene al eje de las = por asintota i también

una parabola cualquiera al eje de las y.

[...], de donde [...] 6 [...]: esta ecuacién reprecenta una

[...] constante. Se tendra en el triangulo rectangulo M PN, MN® =

PM’ + PN i como tenemos la [...] segundo miembro [...] por k2, ten-
dremos o
2 2% 2
AR A
Y-ty du?
dy?
2% _ g2 2
dzx? Y
d
therefore yd—y =\ k?—y? 6 ydy = \/k? — y?dzx, de donde
x
gy Y
Yy = /—]{;2 — y2 )
pero
A=) = —— vy ydy
2/ k2 — 2 /k2_y2’
dy
dr = vy

N

b6rx—c=—k2—y2é(z—c)P =k —-9y*6(x—c)*+y* =k La
curva es cun circulo de radio igual a la constante k, i cuyo centro se
halla en un punto cualquiera del eje de las z.
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Funciones compuestas de muchas funciones de la
variable independiente x.

Funcion de dos funciones y = f(u,v)

Se puede hacer variar primero u y despues v. Tendremos por el
aumento correspondiente

flu+Au,v) = fu,v) ;
tomemos el limite de la razon del aumento de y & este aumento de u:

[t Auo) = fwv)  df(u,)
Au - QO(U, U) - du .
Si se hace aumentar v se tendra tambien
f(uu UAU) - f(ua U) - ¢(Ua U) - df(”?”) )

flu,vAv) — f(u,v) _ df(u,v)
Av = ¥l 0) = dv

Supongamos que « i 3 sean funciones que se vuelven nulas cuando Ax
se vuelve nula, se tendra:

fu+ Au,v) — f(u,v) = [p(u,v) + alAu

flu,v + Av) = f(u,v) = [(u,v)+ []Av .

Cambiemos en la 2° relacién u por u + Awu i suponiendo que sea 3 el
resultado de 8 después de esta sustitucion:

flu+ Au, v+ Av) — f(u+ Au,v) = [Y(u+ Au,v) + F']Av .
Sumando esta tercera con la primera, resulta dividiendo por A,

flu+Au, v+ Av) — f(u,v)
Az N

A A
= |pluv) +al 5 + W+ Au,v) + F]

Pasando al limite

dy du dv

dx = @(uﬂ))% + w(ua U)% )

dy = p(u,v)du+p(u, v)dv .



[folio 7, anverso, pdg. 15]
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6 lo que es lo mismo

dy dy
dy = —=du + —=dv;
Y= ™ + v
dy . dy . . D :
en T i T u i v deben ser conciderados como variabnies independien-
u  dv

tes1en du i dv estas cantidades deben ser consideradas como funciones
de zx.

Funciones de 3 variables. Sea y = f(u,v, z),

Ay = f(u+ Au,v + Av, z + Az) — f(u,v, 2).

Se pondré
Flu+ Au,v, 2) — fu,v,2) = [p(u,v,2) + o] Au (1)
Flut, v+ Av,2) — f(u,v,2) = [(u,v,2) + B[Av 2)
Flu,v, 2+ Az) — f(u,0,2) = [x(u,v,2) +~]Az (3)

Sien (2) se dd un aumento 4 v i 4 v, resultard
flut+Au,v+Av, 2) — f(u+ Au, v, 2) = [Y(u+ Au,v,2)+ F[Av . (4)
Sien (3) se dd un aumento 4 u i & v,

flu+ Au,v + Av, z + Az) — f(u+ Au+ Au,v, z) =

= [x(u+ Au,v+ Av, 2) +v]Az . (5)

Sumemos (1), (4) 1 (5):

flu+ Au,v, z) — f(u,v,2) + fu+ Au,v+ A, 2) — f(u+ Au, v, 2)

+f(u+ Au,v+ Av, z + Az) — f(u+ Au,v + Av, 2)
i haciendo la simplificacién resulta

flu+ Au, v+ Av, 2 4+ Az) — f(u,v, 2) =

= [p(u,v, 2) + a]Au+ [Y(u+ Au, v, z) + | Av+

+x(u+ Au,v + Av, z2) + v]Az ;
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dividiendo por Ax resulta

flu+ Au,v + Av, z + Az) — f(u,v, 2)
Ax N

= [p(u,v,2) o) o+ [+ Auv,2) + B 20

Az
A A n——:
+x(u + Au,v + Av, 2) +7]A$,
6 tomando los limites
dy du dv dz
% — QO(U, v, 2)@ + 1/J<U, v, Z)% + X(u7 v, Z)% y

el primer miembro de esta ultima ecuacion vale del modo que sigue.
La ecuacién de donde partimos fue y = f(u,v, z); demos un aumento
y+ Ay = f(u+ Au,v+ Av, z + Az), restando de y, Ay = f(u+ Au,v
+Av, z+ Az) —(u,v, 2),

Ay flu+ Au,v+ Av, z + Az) — f(u,v,2)

Ax Ax
i al limite
dy i ]Ay flu+ Au,v + Av, 2+ Az) — f(u,v, 2)
—~ = [Lim]— =
dx Ax Ax
en el segundo miembro al limite [...] «, 3,7 i lo mismo los aumentos

Au, Av, Az, Q.L.D.D.
dy = o(u, v, z)du + Y (u, v, z)dv + x(u, v, z)dz

pero
d
o(u,v,2) = %, Y(u,v,z) = %7 x(u,v,2) = d_g,:
luego

_dy dy dy
dy—dudu+dvdv+dzdz.

Para tener la diferencial de un niimero cualquiera de funciones de la va-
riable independiente, tomense las diferenciales respecto & cada una de
las funciones comos si fueran independientes, i sumense los resultados.
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De las series

Se llama serie [...] de términos varios:uy, ug, us,: - - U, [...] formada segin
cierta lei.
Sea
Sp=uy +us+uz+---+up

que reprecenta un orden cualquiera la suma de un niimero determinado
de términos.

Serie converjente. La serie serd converjente si S, se acerca in-
definidamente & un limite S, cuando n aumenta. S — .S, es el rsiduo
de la serie: R, =S — S, de donde S = S, + R,

Serie diverjente. La serie sera diverjente cuando S,, no se acerca a
un limite fijo cuando n aumenta.

La progresion jeométrica
Doteq a : ak' : ak? : ak® : ak®: - ak™ 1,
es converjente cuando k es menor que 1, puesto que

< _a(l—=k")  a  ak”
"o1-k 1-k 1-k°

n

a
El limite S = ——, porque tomando n mui grande es mui

1—k 1—k
pequeno. Si k > 1 no hai limite, ni tampoco cuando £ = 1. Cuando
una serie es converjente es preciso que los términos vayan siempre de-
creciendo, y i puedan volverse menores que una cantidad cualquiera
dada. Se tiene en efecto S, = S — R,,.

R, debe volverse sumamente pequena, i eso no puede suceder &
menos que todos los elementos de R, vayan decreciendo volviendose
por n infinitamente pequenos: esta condicidon es necesaria, pero no
basta, como por ejemplo en la serie

S—1+1—|—1—I—1—I— +1+ L + L + ! + -|—1+
N 2 3 4 n n+l n+2 n+3 2n

Se hallara en esta serie un término menor que toda cantidad dada con

1. .
tal que — siendo este término se tenga n > —.
n 00
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Se puede demostrar sea cual fuere el término que [...] la suma de los
términos que se desprecian es siempre mayor que toda cantidad dada.
En efecto:

1 n 1 n 1 P 1 - 1 n 1 n 1 1
P R R P — R n—= —
n+1 n+2 n+3 2n 2n  2n 2n 2

i pongase la serie bajo la forma:
TIELIY (I Y
2 3 4 5 6 7 8
+ 1—1—1—!— —i—l + 1—!— +1 +
9 10 16 17 32

Cada porcion entre paréntesis es mayor que un 3 1 como tras un nu-

mero infinito de fracciones, la serie tiene una fraccion infinita. La

condicion necesaria i suficiente para que una serie sea converjente es
necesario que la suma de un numero cualquiera de terminos sobre un
termino de cierto orden n sea menor que todo lo que se quiera, siendo
n infinitamente grande.

Caracteres particulares de converjencia. Consideremos primero una [folio 8, anverso, pdg. 17]
serie de quien todos los términos, 6 partiendo [por lo menos| desde un
cierto orden en adelante lejano sean positivos.

Para la convergencia bastara que desde un cierto término la razon
de un termino cualquiera al precedente sea menor que una fraccion k.

Sea Upi1 < klp, Unso < k2Up, Upis < KUy, - Upyi < Kuy,, de

donde

Upt1 + Ungo + Ungs + -+ Unpi < U (B+E2+E+- + K

k_k,i—H
1—-k

:un

bk — ki—i—l

1—k
k < 1. Ry puede tambien ser mui pequeno luego sera [...]por u, 1 +

puede volverse menor que todo lo que se quiera, puesto que
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Upto + Upsg + - - - + U,y luego la serie serd converjente. Si k fuese > 1
resultaria

Uni1 4 Ungz + Ungs + -+ Uppy > U (K+E+E +--+ &),

el segundo miembro puede volverse mayor que una cualquiera; luego
la serie sera diverjente. La misma conclusion resultarfa si & = 1. Si

después de un cierto término se tiene constantemente raiz nesima de
u, < k < 1 habra converjencia porque resulta

un+1+un+2+--~<k"+1+k"+2+-~-

La serie sera divergente si despues de un cierto termino se tiene raiz
enesima de a, > K > 1, porque de esta desigualdad resulta |[....],
luego mayor que cualquier cantidad dada por n suficientemente grande.
Consideremos una serie cuyos terminos sean los unos positivos y [los

otros| negativos. Si una serie de esta especie es convergente tomando
positivamente todos sus terminos despues de [...] de ellas con mayor
razon la primera serie serd convergente [i] esta condicién de convergen-
cia basta; pero no es necesaria.

Teorema Una serie es convergente cuando todos los terminos son
alternativamente positivos i negativos, i tienen valores constantemente
decrecientes partiendo de un cierto termino inclusive.

Sea S, la curva de la serie..., S, la suma de todos los terminos hasta
Unt1, ©i [177] Upa1, Unso, Unas, - - - los valores atribuidos de w41, Upyo, - - -
Se tendra S, = S, + (Upy1 — Unso) + (Ups3) — Upsa) + - -+ de donde S, >
Sp. Se tiene tambien S, = S, +up 11— (Upso—Uni3) — (Unra—Ungs)+- -5
iS5, <S—n4uy, luego S, < S, < S, +un + 1; pero como S, es-
ta comprendida entre S, i S, + u,;1, como u, 1 puede volverse tan
pequena como se quiera, la serie es convergente.

Ejemplos de series convergentes

1+ +$2+ v +-F v
l‘ —_— —_— DY —_—_—
1-2 °1-2-3 1-2-3---n

" ! Up+1 T
—_— Uy = ) = -
1-2:3---n’ 1-2:3---(n—1)" w, n

. x
i se puede tomar n bastante grande para que — sea menor que toda
n

. Esta serie es converjente para

< 0, porque u,11 =

cantidad dada, sea positiva i [...]
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Termino maximo por un valor dado a x

r T T T

Sea i < x < i+ 1. Se tiene 2 = 1 55— Todos los factores son
7
mayores que 0 y los que siguen formando mas serfan menores. Supong-
xnfl
amos que |...] [...] un limite superior al residuo R,

1-2:3---(n—1)
se tendrd

R, < z r + r +
"71-2-3--on\n+1 (n+1)(n+2)
de donde:

3172 113
R"<1 2. 3 n<n+1 n—|—1) +(n+1)2+(n+1)3.”)
6
x? 3
o <173 3 n<n+1 n—l—l) +(n+1)2+(n+1)3"')
R, s ol

1'2-3'--n ‘n+1-—2g
Sea la serie

2 3 4

T T T
1 L cos? 304+ —— cosdr+ -
+xcosa:+1.2(:os :c—|—1.2.3cos x+1.2.3'4cos T+
ETT IR
cuyos varios terminos son menores a |[...] los de
T
1 2 3 4 n
:L,nJrl

sera converjente para 1 < x > 1 [?], porque u,4; =
2" upy 2" n+1
n+2" upy "t n+2

(Fin de la leccion 3%)

< 1.
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LeCCiOH IVao [folio 1, verso,

pdg. 1]
[XXXXXX]
Leccion de analisis
Seal i jent I—i— v + v + +x" x+x2+x3+
ea la serie converjente | — i — | =+ —
) 17127123 n |1 23
-+ :I;— Sea R, su residuo,
n
anrl :L.n+2 anrl
R, = + +-- < (l+z+a*+a°+---),
n+1 n+2 n+1
anrl 1
R, < e g limite superior. Sea
mn+1) m(m = 1) (m—p+1)

1 T P,
+ mx + 12 r°+ + 123 p "+
U1 m—p+1 <m+1 >

Up p p
m—p+1

x es menor que 1 cuando p es sufientemente grande para x >
0. Los terminos [?77] a valores alternativamente positivos i negativos i
a disminuir independientemente, i la serie es converjente.
Sea x > 0, i cuyo valor absoluto sea menor que 1 el valor absoluto
Un+1 . <2 ~ . .
de tiende hacer menor que una fraccién muy pequena k, i la serie

un
es convergente.

31
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Seria diverjente para x > 0 [?77] pero de valor absoluto > 1, porque

1
(& — 1) tiende a [777] > 1.
p

1 1 1
Sea la serie (1 + om + Im + e + ... ] para m < 1 sus terminos

son respectivamente mayores que los terminos correspondientes a la
serie
1+ L + = + = + ;
2 3 4 ’

luego es diverjente. Si m > 0 se tiene

S S SR e _( 1 )m
— T 1 — ) - )
P Tt \

esta razon se acerca de la unidad tanto como se quiera.

Para satisfacer la converjencia de la serie en el caso m > 1 pongamos
la serie bajo la forma siguiente:

(e D) (Bl L)y
om " 3m gm " pm L gm T m

S (PPN
gm 15m

2 4 8
esta [?777] es menor que 1+ 2—m+4—m + g +---oque [?77] 1+ ST +
4 8 | 1
4m_1—|—8m_1+--- cuyo valor es 1
1—
2m71
x? 3
Consideremos la serie 1++1+ﬁ+ 5.3 +..-sisehacex =1
en esta serie se tendra
TN L - +
1-2 '1.2.3 1.2...3...m

Up+1 1 . . . . .
LA ——y La serie es mui convergente. Se designa dicha serie por
U p

P

la letra e 1 se tiene e > 2 1

<2+1 ! + ! +
¢ 27227222
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6e<2+163.
El residuo
1 1
R, =
1-2-3---71(n+1)+1-2-3---71(71—1—1)(n+2)jL
se tendra
R, < = = + ! + ! +
"7 1-2-3--on\n+1 (n+1)2 (n+1)3
, 1 1. . .
6 R, < —— X — limite superior.
1-2---n n

1 m
Consideremos el desenvolvimiento de (1 + —) :
m

1\" I nm-1)1
1+ =] =l4m=+ -t ot
m m 1-2 m?2

1-2-3---n mr
1 2
-1 (=) (-2)
_9 m m m
+ 1-2 + 1-2-3 + +
(I_L) (1_3)...(1_£>
n m m m
1-2:3---m

Este desenvolvimiento tiende indefinidamente hacia e, en efecto

1 2
14+ — 2 m o il
(+m> TET I T 1-2-3

(-3

+
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cop bt b1l
€ 1.2 1.2-3 1-2--n " 1-2--n n

Se puede tomar el numero m tal que

(=802 (-5

que es < 1 sea > 1 —¢; € es un numero determinado tan pequeno como
se quiera.

n—1 n—1
n—1 n—1
Siendo este producto > <1 — > bastara poner (1 — ) >
m m

n—1

1— "/(1—e

1\" 1 1 1
1+ — 24 (1— B
<+m) >2+( 6)<1-2+1-2.3Jr +1~2‘3-~~n)

1 tambien

e XY e (A L
m 1-2 ' 1-2-3 1-2.3-n) ¢

de donde

1 — ¢, de donde m >

1+ AN < L X ! +
e— — — X —+€
m 1-2-3---n m
y como se puede suponer m tan grande como se quiera y € tan pequeno

como se quiera, se que el limite de (1 + —) es e. Supongamos que
m

m esté comprendido entre p i p+ 1 se tendra

(o8 <o)< ()"
(o8 () o2)
(o8 () o)
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Estos 2 segundos miembros tienen por limite e, luego el primero [?77]

estara en el mismo caso.

Si se hace m negativo

(5) -0-0) -()
() ) ()

Es preciso demostrar que e es inconmensurable. En efecto si e fuera
conmensurable se tendria

1 1 1 1

a
2 _9
T R SN AL I SR I Sl

Haciendo paras al primer miembro todos los terminos desde 2 hasta

inclusive, i multiplicando ambos miembros por 1-2---b; se

1-2---D

tendra

1 1 1 1
B R ) R S R (W 3E

S

4+ <
) 1
6 numero entero menor que i lo que es un absurdo.

Diferenciacion de las funciones trascendentes

Sea y = L(x). En el sistema de base a se tiene x = a¥, y + Ay =
Log (z + Az) de donde

Ax
A A Log |1+ —
Ay = Log(z+Ax)—Log(z) = Log <1 + —) 2y x

v ) Ar Ax
A 1\"
Sea Ax = E, el @Log (1 + —> , 1 al limite
m Ar x m
d 1 d
& _ —Loge ; dy = dLog = —xLoge.
de «x x
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dx
En el sistema neperiano dLogr = —.
x

Para pasar de un sistema Neperiano a un sistema cualquiera i recip-
rocamente se tiene x = a¥. Lx = yL a = Logz loga. Si se hace x = ¢

1
se tendria 1 = Logz fa. De donde [?77] Logzx = L:L‘l— = L x loge.
a
El factor loge = 1/la lleva el nombre de modulo del sistema cuando
se quiere pasar del sistema Neperiano a este sistema.
1
Para a = 10, Loge = o= 0,4342945 i pasar de las tablas ordinarias
a

a los logaritmos Neperianos se multiplican los logaritmos de las tablas
6 Lo = 2,30225851.

ordinarias por
Loge

Aplicaciones

d d d d
y=a", Ly=m la [novale: el :66{, ¥ _p2l 6 dy = (m—a> Y,
Y Y a a
dy = (mLy)a™ = ma™ da.
y = wz; y? = ulv?s?
y = wvz, Ly = LuLvL z (porque el logaritmo de un producto es
igual a la suma de los logaritmos de los factores).
d d d
—yﬁe = —u€e+ —vée—l— —Zﬁe (porque el logaritmo de una cantidad es
u v z
igual a la diferencial de las cantidades divididas por la cantidad misma
y multiplicada por el logaritmo de la base (es decir por fe) suprimiendo

loge.)

d d d d d d
ay :_u_|__v_|__z7 y=a", Ly:u@a,—yfezu—aée,
Y U v z Y a
la -1
a
d d
Ly =ulLa, —y:—uLCL.
Y U

Sia=e, d(e*) = a“da. Se tiene a =", a* = e, da* = de“L“.

y=L ($+\/a2+x2), dy:d(L [x—i- a2—|—1:2)
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d 2xdx
vy - drrvet?l T ae e

2 2 _ B
d(L [x—f- a —f-I]) - T+ Va2 + 22 o T+ Vit 22

dr + xdx dzva? + 2% 4 xdx

x

— v(l2+$2 — \/CLQJ[_(L-Q
r+ Va4 2? z+VaZ + 22

estracta por [777]

d Va2 + 22 +x
! va?+ a2 dx
x+va2+l’2 \/a2_’_$2.

() - ()

x - xdx
dff[\‘ aQ—}-x?] - \/m dx [\/CL2+£L’2J \/a2+$2—l’2d1}

a? + x2 VaZ + 22

< a’® + 22

Va? +a? T
va? 4 x?

dx xdx a’dx

r a4 a?+a?
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y=L[(x —a)™(x — b)"(c — ¢)’] = mL(x — a) +nL(z —b) + pL(z — ¢)

mdx ndx pdx

dy:$—a+x—b T —c
dL[(x—a)m<x—b)n(x—c)p---[:{xfa+xfb+xfic+---}dm
flz)=(zx—a)™(x —b)"(x —c)P--- para m,n,p, enteros
WLf@) S [ m n p

dx _f(x)—[x—a+x—b+x—c+ ]

d(Lz)™ =mLx)" 'dz/z, d(LLz)=dLx/Lx=dz/zLx .
y=v"Ly =uLv,dLy = d(uLv) = dul.v 4+ udv/v;

dy/y = duLv + udv/v .
dy = yduL v + y/v(udv); dy = v*Lvdu + v* Ludv .

Se puede obtener sin la consideracion de los logaritmos,

df (uwv) = df /dudu + df /dvdv .

d(a’) = v*Ludu uwv* dv

da®® = a”Ladb® = a**L aL bb*dx
y = senx, y + Ay = sen (x + Az), dy = sen (z + Ax) — senz, pero
segun una férmula de trigonometria sen (x + Az) — senx = 2sen %Ax :
cos(x + %Am), luego Ay = 2sen %Am - cos(z + %Am)

1 1
Ay sen —Azx sen — Az

1
A % - cos(z + §Aq:), al limite % = 1;
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1
efectuando la multiplicacion del parentesis resulta cos x + cos §A:U pero

1
cos QAx al limite se anula i queda cosz i tendremos dy/dx = cos zdz,

en lugar de y pongamos su valor drmsen x = cos xdx esto quiere decir
que la diferencial del seno de una cantidad es igual a la diferencial de
la cantidad multiplicada por el coseno de la misma

s
cosr = sen <— — x) ,
dcosx = dsen zz — x) = cos <E — x) d <E — x) = —sen xdx
2 2 2
luego d cosx = —sen xdx, esto quiere decir que la diferencial del coseno

es igual a menos el seno de la cantidad multiplicado por la diferen-
cial de la cnatidad. Tanxz = senz/ cosz; efectuando la diferencial del

quebrado

cosx dsenx — senx d cos T
dTan ¢ =

cos? x

[777] sus valores acabados de sacar [?77].

cos T cosx dx + senx senx dx
dTan x =

2
2 COS ot 2 2
cos®*z dx + senx dr  dx(cos® x + sen“x)

cos? x cos? x

pero como se sabe cos? x + sen’z = 1, resulta dTan z = dz/ cos® x esto
quiere decir que la diferencial de la tangente es igual a la dieferencial
de la cantidad dividida por cos? de la misma cantidad.

cot x = cosx/senz
senx dcosx —cosx dsenx  —senzxsenxdx - -
dcot z = 5 = 5
sen?x sen?z
(sen’z dx + cos® x dz) dz(sen’z dx + cos® x dx)
sen?x sen?x
pero sen’r + cos? x = 1; luego deotw = —dz/sen’z; esto quiere decir

que la diferencial de la cot[angente] es igual a menos la diferencial de
la cantidad dividida por sen? de la misma cantidad.

La tang. aumenta siempre con el arco, y la cotangente disminuye.
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1 1
secr = : dsecm:d( ); dsecxzw;

COS T COS T cos? x

[Ejemplos] dsen™x = msen™ 'z cosx dx dsen (ax + b) = acosz (ax +

b)dx. este ejemplo sale de este modo sea ax +b = r i entonces tenemos

dsenr = cosr dr, en lugar de r pongo su valor dsen (az+0b) = cos(ax +
b) adx.

g (senx) xcosx dr —senz dr  (zrcosx — senz)dr
x x? x?

cos x(x — tang x)dx

dividiendo y multiplicando por cos z resulta . Cuan-

senx

72
disminuye continuamente.

T
do x crece de 0 a 5 la razon

p (tang ZL‘) (22 —sen?2z)dx

x 222 — cos? x

2
2 u
y = eau tang 22

2
dy _ eau2tang u2u+v2d au?tang

w2
'u2+u2

2 2 2
d (au2 + tanu;‘w) = tan 5 d(au?) 4 au® dtan 3

u2 42
'LL2
2 d\ =
U 9 us + v

= 2audu tan + au 5
u? + v? , U
cos
u? 4 v?
u? au?(u? + v*)2udu — u?(2udu + 2udu)
= 2audu tanu2 T ”
cos? (u? 4 v%)?
u? 4 v?
u? uw*v(udu + vdv)

= 2a | udu tan 5
u? + v? , U 5 9.9
COS m . (U + v )



= C

au? tan

u?v(udu + vdv)

U
2+'U2
u?
2 2 u?
u® +v°2q | udutan 5 5
u? + v )
cos

Fin de la leccion 4°.

2
. (u2 + ’U2)2
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