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Prélogo

Mathematics is the science which draws necessary conclusions
BENJAMIN PEIRCE

En las matemadticas, consideradas sobre todo en su aspecto analitico, deben
distinguirse, por una parte, las leyes que se refieren 4 las entidades que forman la
materia de la ciencia y que constituyen las verdades matematicas, y por la otra, el
simbolismo empleado para expresar dichas leyes y deducir las consecuencias que
de ellas se desprenden. Este simbolismo es el lenguaje de la ciencia, y las reglas y
leyes que lo rigen forman su légica. La certeza de los resultados & que él conduce
se debe & la fijeza é invarialidad de las leyes combinatorias de sus elementos y
4 la interpretacion, también constante, de sus formas simbdlicas, tomadas con
relacion 4 las definiciones que le sirven de base. Las deducciones matematicas son
asi las consecuencias de una légica cuyos términos tienen valores convencionales,
pero determinados y precisos; circuntancias que no siempre va unida al raciocinio
expresado en lenguaje comin y que da & las matematicas su caracter de ciencia
exacta.

Siendo pues el simbolismo matematico de origen convencional, se comprende
que su desarrollo y perfecionamiento hayan procedido por extensién y adaptacion
de reglas y formas anteriores, en vez de haber obedecido exclusivamente 4 una
transformacién evolutiva 6 necesariamente incluida en la primera forma dada
4 esta parte de la ciencia.

Puede decirse que una de las causas que més han contribuido & cohibir el
desarrollo del andlisis matemaético, y & introducir en él las restricciones y aun
falsas interpretaciones con que ha solido aplicarse, ha sido precisamente la de
haberse incurrido en conceptos contrarios a los que acabamos de expresar; esto
es, la de no haberse reconocido el caracter esencialmente convencional de su
simbolismo. De aqui el que la aritmética fuese considerada por largo tiempo como
la unica base legitima de las generalizaciones algébraicas; de aqui también los
errores doctrinales que prevalecieron acerca de las operaciones fundamentales, con
relacién 4 las cantidades llamadas negativas é imaginarias, que fueron el escollo
de los algebristas y el desengano de cuantos esperaban hallar en las matematicas
una continuidad légica que no era compatible con tales concepciones.

Hasta época no muy lejana, en efecto, el Algebra era considerada tan sélo co-
mo una especie de aritmética universal, cuyos simbolos no tenian otro objeto que
el de generalizar los métodos y resultados, haciendo desaparecer las individua-
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lidades numéricas; sus operaciones debian, por consiguiente, limitarse 4 aquellas
que fuesen de un cardcter estrictamente cuantitativo. Estas dos condiciones an-
tagdnicas, 4 saber, generalizacién simbdlica por una parte y resriccién operativa
por la otra, tuvieron por consecuencia obligada conducir & operaciones y resulta-
dos que aritméticamente deben considerarse como imposibles é absurdos. Tales
son, por ejemplo, la operacién a — (a+b) y su resultado —b; porque si a y b repre-
sentan numeros abstractos, la operacion es imposible por ser el sustraendo mayor
que el minuendo, y si la ejecutamos siguiendo el procedimiento rutinario indicado
por la regla de los signos, el resultado —b carece de interpretacion en aritmética,
porque en esta ciencia los signos + y — representan operaciones que llevan en
si mismas la idea de pluralidad con respecto & los agentes sobre los cuales se
opera, y es claro que dichas operaciones no pueden ejecutarse con relaciéon a4 un
s6lo nimero. La operacion simbolizada por la expresion anterior solo serd arit-
méticamente posible en tanto que b sea igual & cero, pero como esta limitacion
en el valor de b es contraria a la generalidad que se le quiso atribuir y segun la
cual debemos ver en él niimero abstracto cualquiera, resulta que légicamente no
podemos establecer la generalidad incondicional de dichos simbolos, sin extender
4 un mismo tiempo el concepto 6 definicién de la operacién misma mas alla de
los limites que le asigna la aritmética.

Tal extensién de significado se obtiene representando por los signos + y — no
solamente dos operaciones modificativas de la cantidad abstracta, sino también
dos cualesquiera de las cualidades opuestas que afectan 4 las cantidades concretas
que intervienen en el cdlculo. Por este medio la influencia de los signos + y —
se ejerce ya sea en el sentido de aumento 6 disminucién como en la Aritmética,
ya sea en el de persistencia 6 inversiéon con respecto & condiciones de existencia,
arbitraria si se quiere, pero necesariamente opuestas y cuyos distintivos simbélicos
son los signos mismos. De este doble oficio de los signos se derivan las reglas
de la suma algébraica, cuya definicién propia es distinta de las definiciones que
corresponden & la adicién y sustraccién aritméticas, ser mas general que éstas.

Las vicisitudes del simbolo v/—1 sugieren consideraciones andlogas & las prece-
dentes. En todo rigor este simbolo no tiene interpretacién alguna ya sea en el sen-
tido aritmético ya sea en el del Algebra comun, y al presentarse en los célculos
como resultado de consideraciones numéricas é algébraicas puras sélo designa, co-
mo se sabe, contradicién 6 imposibilidad con respecto al enunciado del problema.
Su empleo en el analisis algébrico queda, sin embargo, justificado al conside-
rarlo como una unidad concreta representativa de operacion en vez de cantidad
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propiamente dicha; esta nueva concepcién legitima la interpretacién de ciertas
expresiones en que €l interviene sin necesidad de franquear, por decirlo asi, la
valla que separa lo real de lo imaginario.

Sabemos que los puntos de una recta prolongada indefinidamente & uno y otro
lado de uno de sus puntos tomado por origen, pueden servir para representar geo-
métricamente todos los niimeros posibles, inclusive los llamados por convencién
positivos y negativos; el simbolo /—1 permite extender esta representacién 4 una
cualquiera de las rectas que, situadas en un mismo plano, pasan por el origen,
esto es, 4 todos los puntos de un plano. Esta consideracién revela por si sola y
4 primera vista, la mayor generalidad introducida en el andlisis algébrico con el
libre empleo de este simbolo en cuestiones de indole geométrica. Si partimos pues
de la representacién geométrica de la cantidad, no tan sélo por los puntos de una
recta sino también por los de un plano, el simbolo v/—1 reviste el cardcter con-
vencional que debe distinguirlo y puede considerarsele como una extensién dada
al concepto de cantidad; esta adquiere asi en el dlgebra moderna una acepcion
mas alta que en el algebra comun.

El empleo que se hace de las cantidades negativas é imaginarias en el calculo
no debe aceptarse, por tanto, como una consecuencia obligada de consideraciones
numéricas, sino mas bien como una de las condiones 4 que ha debido satisfacer
el algoritmo algébrico, para que sus operaciones y reglas, basadas en definiciones
més amplias y extensivas que las de la Aritmética, comprendan las de esta ultima
ciencia como casos particulares.

Si esta es la forma que puede darse a la solucién del problema, no fué por cierto
la misma con que hubo de presentarse en un principio; siguiendo un orden inverso
se comenzd primero por generalizar formas conocidas y se ampliaron después las
operaciones conjuntamente con la nociéon de cantidad, 4 medida que el mismo
simbolismo se encargd de revelar con marcada insistencia, bajo forma de expre-
siones negativas é imaginarias, las incompatibilidades & que tales generalizaciones
conducian: singular ejemplo éste de lo que podria llamarse la potencialidad 1égica
del algoritmo matematico. Ya que hemos comenzado por una digresién sobre una
materia que debe ser familiar 4 todo estudiante de matemaéticas, diremos que ha
sido tan sélo porque ella nos trae al punto que constituye uno de los méritos
mayores de esa notable creacion de Hamilton, & que él di6 el nombre de Cédlculo
de los Cuaternios.

Raras veces, en efecto, suelen presentarse ejemplos tan pujantes en cuanto 4 la
novedad de las concepciones, la fecundidad de la teoria y generalidad de los méto-
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dos, como el que ofrece el referido célculo; 6 en que se manifiesten ademas, de una
manera tan clara y perentoria, las ventajas que deriva el andlisis matematico de la
adopcién de convenciones adaptadas & la naturaleza de los elementos que entran
en él, aunque las relaciones combinatorias que resulten de tales convenciones no
sean siempre susceptibles de interpretacién cuantitativa.

Sabido es que en la antigua geometria el producto ab de dos lineas 6 mejor
dicho de los dos nimeros que expresan sus longitudes, representan el drea del
réctangulo construido con ellas, lo cual exige que dichas lineas sean perpendicu-
lares entre si; del mismo modo el producto abc representa el volumen del prisma
rectangular cuyas aristas son iguales 4 a,b y c¢. Ahora bien, la introduccién en
el andlisis, de la nueva operacién llamada multiplicacién escalar por algunos y
multiplicacién polar é externa por otros, permite extender el significado del pro-
ducto de dos y de tres lineas al caso en que éstas formen un angulo cualquiera
entre si, de modo que ab viene & ser el area del paralelogramo contruido con a
y b, y el producto abc, el volumen del paralelepipedo de aristas iguales 4 a, by
c. Esta sola consideracién basta para hacer entrever el mayor grado de genera-
lizacion & que pueden conducir los nuevos métodos, la diferencia entre éstos y
la geometria analitica, por ejemplo, consiste en que en esta tltima los elementos
del calculo son ntimeros representativos de entes geométricos, mientras que en los
primeros lo son los mismos entes geométricos que intervienen en las relaciones de
las figuras sometidas al cdlculo. Las propiedades principales que distinguen los
métodos & que nos hemos referido, y en los cuales comprendemos el de Hamilton y
aquellos que le son congéneres, como el del insigne Grassmann, de desprenden de
la multiplicacion y&a aludida, la cual,apartandose de las reglas del algebra comun
reconoce en ab y ba dos productos diferentes, no conformandose asi 4 la ley con-
mutativa de la multiplicacién nimerica, de donde resulta un algoritmo sujeto, en
general, & reglas también diferentes, de las que tienen por basé la multiplicacion
cuantitativa; en el sistema de Hamilton la relacién caracteristica es esta: i2 = —1
y en el Grassmann esta otra: i> = 0, sin que por esto sea mmaginaria en el
primer sistema é cero en el segundo.

Por extranas que parezcan las dos relaciones anteriores, como lo son, en efecto,
desde el punto de vista estrictamente cuantitativo, su aparicién en el dominio de
las matematicas marca, no obstante, uno de los mayores adelantos en él realizados
y justifica, en cierta manera, la grande extensién atribuida & esta ciencia por el
célebre matematico americano Benjamin Pierce, quien la define diciendo que es
la ciencia que deduce conclusiones necesarias. (Pierce’s Associative Linear Alge-

5

111,(1890),
pag. 256.



111,(1890),
pag. 257

PEDRO J. Sosa

bra.) Esta definicién, debida al matemético que logré investigar las propiedades
de 162 sistemas de algebra diferentes (Wood - Elements of Coordinate Geometry),
y por la cual se ensanchan los horizontes de las matematicas hasta hacerlos abar-
car todos los ramos del saber humano capaces de ser sometidos 4 un raciocinio
simbélico, puede dar una idea del prodigioso desarrollo alcanzado por dicha cien-
cia en el presente siglo. Tan grande ha sido el impulso dado & este desarrollo con
los sistemas modernos que, salvo para aquellos que se dedican con especialidad
al estudio de ellos, dificil en extremo es seguir el paso de las nuevas teorias & que
ellos sirven de base. Débese esto en parte, 4 la escasez relativa de obras didacticas
sobre la materia, pero mas que todo al poco interés con que fueron recibidos los
primeros trabajos de esta indole y a la falta de importancia atribuida & tales
estudios por los centros de ensenianza superior, lo cual ha impedido hasta ahora
su difusion entre la generalidad de los que cultivan las matematicas; la reaccion
favorable no ha tardado en manifestarse, sin embargo, y el movimiento que ac-
tualmente se verifica en este sentido, parece indicar que estamos en un periodo
de transicion, pasando el cual veremos surgir un nuevo cuerpo de doctrina cuyos
métodos més generales que los presentes, ocuparan el lugar que éstos tienen en
la ensenanza y en la practica elevada de las profesiones cientificas.

Tal resultado puede considerarse ademdas como una necesidad que emana del
estado actual de la ciencia, en vista de la progresién creciente que sigue el ntimero
de los diversos ramos en que ella se divide y subdivide al dilatar la esfera de sus
aplicaciones. Acaece & este respecto que, por una parte, la especialidad profesional
de impone cada dia con mas fuerza como el medio més eficaz para alcanzar el
grado de idoneidad y pericia que exige la practica de las profesiones; por la otra,
al contrario, que la intima correlacién que revelan los descubrimientos modernos
entre los distintos ramos de la ciencia, hace cada dia también mas necesario, para
todo el que aspire 4 moverse en la region cientifica de su practica profesional, el
comprender en un solo cuadro metédico y razonado los principios fundamentales
de la ciencia moderna. Esta dltima tarea serd tanto mas facil cuanto mayor sea el
alcance y generalidad de los métodos analiticos, que son el principal instrumento
deductivo para llegar al conocimiento de las leyes que rigen el mundo fisico y que
sirven, & la vez, de poderoso auxiliar retentivo, gracias 4 la elocuente consicién
del formulario matematico.

No pretendemos, por cierto, predecir las modificaciones que estan reservadas
4 las asignaturas de matematicas en los planteles de ensenanza superior; sélo tene-
mos en mira llamar la atencién hacia un punto que ha sido juzgado de importancia
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por hombres de eminencia cientifica, como el profesor Peano de la Universidad
de Turin, quien se expresa de estos términos & ese respecto: FE pero mia opinione
che fra mon molto tempo, questo calcolo geometrico, o qualche cosa di analogo,
si sostituird ai metodi attualmente in uso nell’insegnamento superiore (Peano.
Calcolo geométrico pag. 7). * El célculo geométrico del profesor Peano representa
una de las ultimas faces asumidas por los sistemas expositivos del analisis moder-
no, basadas en las teorias de Grassmann, y representa un todo coordinado con
claridad y figor analitico, cuyo estudio merece recomendarse.

Por lo que toca al Calculo de los Cuaternios, que es el tinico de que trataremos
en lo que sigue, empezaremos por decir que no debe pretenderse poder apreciar
todas sus ventajas en la ligera resena que daremos de sus elementos ni que es éste
tampoco el objeto que nos hemos propuesto; aquello exige el estudio detenido de
obras magistrales como la del célebre Hamilton ya citada, en la cual se atestigua,
con numerosas aplicaciones & las teorias geométricas modernas, asi como & la
fisica y 4 la mecénica, el poderoso alcance de dicho célculo.

Nuestro objeto es tan sélo iniciar al estudiante en los métodos del preferido
autor, convencidos primero, de que ellos son accesibles & todo aquel que haya
cursado con provecho las matematicas superiores como se ensenian comunmente,
y segundo, que una vez familiarizado el lector con los principios que sirven de bse
al algoritmo de los cuaternios, facil le sera proseguir el provechoso y deleitable es-
tudio de los demads sistemas que forman el conjunto de las doctrinas matemaéticas
modernas. Debe tenerse presente, en efecto, que el primer paso es el mas dificil
al emprender tales tareas y que la dificultad no proviene, en general, de la natu-
raleza sino mads bien de la novedad del asunto; esto se verifica en el caso que nos
ocupa, sobre todo si en la exposicién de la teria no se insiste con acierto en la
distincién que debe hacerse entre las relaciones de operaciones y aquellas pura-
mente numéricas, por ser el calculo delos cuaternios un cédlculo esencialmente de
operaciones y no tan solo de cantidades.

En atencién & lo que acabamos de decir, hemos preferido, en nuestra resena,
incurrir en repeticiones y ser demasiado prolijos en ciertos detalles que deben
suponerse conocidos del que estudia la materia, 4 no dejar dudas capaces de con-
fundir al lector 6 poner trabas & su estudio progresivo; creemos ademds que en la
exposicién didactica de una teoria matematica debe evitarse al estudiante todo

'Es, sin embargo, mi opinién que dentro de poco tiempo este célculo geométrico, 6 alguna
cosa analoga, sustituird los métodos actualmente usados en la ensenianza superior.— ( Peano,
Cdlculo geométrico, pag. 7.)
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trabajo intelectual que desvie su atencion de la idea primordial; & este fin con-
viene, en general, explanar las transformaciones algebréicas y otras que ocurren,
y que queden convenir como ejercicios tratdndose de sus respectivos ramos pero
que al no ser asi suelen contribuir 4 que el estudiante encuentre laborioso un estu-
dio que pudo talvez reducirse 4 una simple lectura sin la omisién de operaciones
intermedias. Antes de entrar en materia, debemos dejar dicho que las obras de
que nos hemos servido en la prepacién de esta introduccién elemental al calculo de
los cuaternios, han sido la de Hamilton, titulada Elements of Quaternios (1886)
y la ya citada del profesor Wood, en la cual este autor dedica & esta materia un
breve é interesante articulo.

Observamos admas, que hemos introducido algunas palabras que no se hallan
en el diccionario de la lengua, princiopiando por la traduccién de la palabra ingle-
sa quaternion, cuyo equivalente espanol no conocemos; los otros vocablos como
coplanal, colineal, etc, aunque no son indispensables contribuyen ventajosamente
4 la consicion y evitan repeticiones fastidiosas; tales libertades parécenos desde
luégo justificadas y casi necesarias en vista de la deficiencia y pobreza lamentables
de nuestro vocabulario técnico.

CALCULO DE LOS CUATERNIOS.

PARTE PRIMERA- VECTORES.

1. Simbolismo una recta.—(a). Los simbolos que se emplean en geometria para
designar una recta poseen varios grados de determinacion, segin las circuns-
tancias 4 que se atiende. Asi, al tratarse de una exposicon demostrativa entre
relaciones puramente geométricas, podemos representar por AB la linea deter-
minada por la posicién de los puntos A y B. El oficio de este simbolo es, pues,
simplemente objetivo y sélo sirve para patentizar la linea que se considera; él no
encierra ninguin elemento que particularice el modo de ser de la linea, ya sea con
respecto & si misma, ya sea con respecto 4 otra cualquiera.

Al aplicar al cédlculo algébrico & la Geometria, un primer paso hacia la parti-
cularizacién de las propiedades 6 atributos que conviene distinguir en una recta,
consiste en compararla & otra recta, tomada por unidad, con el fin de expresar su
extension 6 longitud. Aritméticamente, esta medida la da el nimero, cuya razoén
con respecto 4 la unidad abstracta es igual 4 la que existe entre el largo de la
primera y el de la segunda. Todavia en este caso podemos conservar el simbolo
AB y entender por él, como se hace en la Geometria elemental, no solamente
la linea que pasa por los puntos A y B sino también la longitud de la parte
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6 segmento de ella comprendida entre dichos puntos. Por la igualdad AB = CD
se entendera asi que la recta limitada por los puntos A y B es de igual longitud
que aquella cuyos limites son los C'y D.

(b). Hasta aqui no hemos salido del simbolismo comin. Supongamos ahora
que se desee expresar el paralelolismo de dos rectas. Como esta relacién equivale
4 una igualdad de dngulo 6 inclinaciéon de las dos lineas con respecto 4 una
tercera tomada arbitrariamente en el plano de ambas, vemos que la acepcion del
signo = puede extenderse hasta comprender también dicha igualdad de angulo
6 paralelolismo. Esto justifica la convencién de que por AB = CD se entienda
que los segmentos AB y CD sean de igual longitud y, ademds, paralelos entre
si. Dicha igualdad es, pues, cuantitativa y atributiva 6 cualitativa a la vez, y
comprende & la igualdad cuantitativa como caso particular, v. gr., aquel en que
se prescinde del paralelismo.

(c). Obsérvese que las igualdades entre segmentos AB = CD = EF etc., no
implican necesariamente que los segmentos se hallen en un mismo plano, porque
si pasamos un plano por C'D que no contenga 4 AB y sobre dicho plano trazamos
una linea E'F paralela & C'D é igual 4 ella en longitud, podremos poner CD = EF
; pero AB = CD, de donde se tiene AB = CD = EF. Como este procedimiento
puede extenderse & un numero cualquiera de segmentos, vemos que la igualdad
del paralelismo comprende & todos los segmentos paralelos situados en el espacio.

(d). Segun establecido hasta aqui, AB y BA representan un mismo segmento;
pero si consideramos & un segmento engendrado por el movimiento de un punto,
se tiene que la generacion puede efectuarse tomando uno cualquiera de los puntos
que determinan el segmento como origen del movimiento y el otro como término
del mismo, lo que equivale & decir que, considerado en este aspecto, habra de
distinguirse en un mismo segmento la propiedad de tener una 1 otra de las dos
direcciones en que puede ser engendrado.

Es evidente que las convecciones precedentes no se oponen al establecimiento
de esta otra, que consiste en indicar la direccion de un segmento por el orden
de posicion de los puntos que lo determinan. Asi, AB indicaré el segmento cuya
direccién coincide con la de la trayectoria de un punto que se mueve en linea
recta de A 4 B; BA indicara el mismo tomado en direccién opuesta.

2. Definicion del Vector.— A todo segmento rectilineo considerado en el triple
aspecto de longitud, paralelismo y direccion, se llama vector. Un vector envuelve
la idea de una traslacién rectilinea en el espacio, y puede considerarse como un
agente de operacién entre elementos geométricos.
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Se comprende que una fuerza, una corriente eléctrica y en definitiva, cualquier
agente fisico en que hayan de considerarse su magnitud, su angulo con respecto
4 otros agentes semejantes y su direccién, puede asimilarse & un vector. Una
fuerza debe considerarse, sin embargo, como un vector localizado, porque en ella
hay necesidad de atender al punto de aplicacién, mientras que al tratarse de un
vector en general, se prescinde por completo de su posicién.

3. Signo de un vector.— Hemos visto que los simbolos AB y BA expresan
direcciones contrarias, esto es, condiciones opuestas de existencia; y como esta es
precisamente la indole de los signos 4+ y —, en el célculo algébrico tenemos que
los dos simbolos de un mismo vector pueden considerarse tacitamente afectados
de signos contrarios. Podemos, pues, escribir con entera propiedad: AB = —BA,;
aqui el signo — indica la operacién de invertir la direccién del vector que afecta.

4. Igualdad vectorial.— La definicién de vector exige, para que se tenga la
igualdad entre dos vectores ab = cd, que ambos vectores llenen la triple condicion
expresada en el §.2, esto es: que sean de igual longitud, paralelos entre si y que
tengan una misma direccién. A toda igualdad entre vectores se da el nombre de
igualdad vectorial para distinguirla de una igualdad algébrica ordinaria.

5. Stmbolo de un vector.—(a). Un vector se representa en general por medio
de una sola letra, siendo esta comtinmente alguna de las del alfabeto griego «, G
etc.

(b), Es esencial observar la regla de no representar por un mismo simbolo
sino vectores iguales, de modo que en lugar de ab = ¢d pondremos, por ejemplo,
a = «a; mientas que si se tiene ab # cd, > debemos representar dichos vectores
con letras diferentes, como a y 3.

(¢). Hemos visto que un vector ab puede considerarse como la distancia recorri-
da por un punto de a 4 b. Esta concepcion cuantitativa conduce 4 la representacién
de vectores bajo la forma de una diferencia simbdlica y permite considerar & ab
y & b — a como simbolos equivalentes.

En efecto,si referimos los dos puntos a y b & un mismo origen o situado en la
misma linea del vector y llamamos xz, vy p 4 0...4 p las abscisas de a y de
b, se tiene la igualdad algébrica ab = xp — x4, y suprimiendo la x obtenemos el
stmbolo abreviado b — a.

A esta notacién se da el nombre de notacién de diferencias simbolicas, porque
en ella a y b representan puntos en vez de cantidades.

6. Tensor— El nimero que expresa la longitud de un vector se llama tensor,

2F] signo # se lee: diferente de.
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y se indica por medio de la letra T colocada delante del simbolo vectorial: asi,
T« representa el largo del vector a, y se lee tensor de a. De toda igualdad entre
vectores como o = 3 = vy = ... etc. se tiene segin la definicién del vector, la
igualdad algébrica Ta =TB =T~ = ... etc.

7. Definiciones— Se dice que un vector ab es finito é real siempre que los
puntos a y b ocupan posiciones distintas; si dichos puntos coinciden, el vector es
nulo y su simbolo es aa, 6 bien a — a, en la notacién simbolica.

Los dos puntos que determinan un vector reciben los nombres de origen y
término del vector, siendo el origen aquel que se considera como punto inicial.

8. Suma de vectores ¢ suma vectorial—(a). De la naturaleza misma de un
vector se sigue que, en general, no serd posible obtener la suma de varios vectores
bajo una forma cuantitativa é numérica. En efecto, si representamos por «,
y 7 tres vectores cualesquiera no iguales (5 — b) 3 se tendra que estos simbolos
representan entidades heterogéneas con respecto a la condicién de paralelismo
y de consiguiente no susceptibles de ser expresadas en términos de una misma
unidad. Si empleamos, pues, el signo + para indicar una operacién exclusivamente
cuantitativa, el simbolismo adoptado sélo conduce & identidades de la forma:a +

B+y=a+F+7.

Este caso es evidentemente andlogo & aquel en que se pide la suma de dos can-
tidades indeterminadas a y b, y que sélo pueden revolverse indicando la operacién
a+b.

(b). Posible es, sin embargo, ejecutar con los vectores una operacién general
que comprende & la adicién comin como caso particular.

30bservacién: (5 — b) indica que se hace referencia al pardgrafo 5.° y 4 la subdivisién b; en
adelante se omitira el nimero siempre que la subdivisién corresponda al mismo paragrafo que
se lea.
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Sean los vectores «, 3 etc., representados en la figura, y tracemos primera-

mente & partir de un punto cualquiera P; las lineas P, P, y P»P3; una & continua-

cion de la otra, respectivamente paralelas é iguales en magnitud y direccién & a 'y

(. Segun la definicién de vectores tendremos P; Po» = a y PoP3 = 3. También ve-

mos que esta operacién conduce invariablemente al punto P3, ya sea que comence-

mos por «, ya sea que comencemos por 3, como lo patentiza el paralelogramo de

la figura cuya diagonal es Py P5;. Esto nos dice que el resultado de la operacién

es determinado y que podemos simbolizarlo por medio de los puntos P, y Ps

6 sea por PiP3 6 P3 — P, esto, es, por un vector, puesto que dicho resultado

1V,(1890), equivale & una traslacion rectilinea de P; & P3. Si establecemos la convencion de

pie 119 que el signo + indique esta operacién y no simplemente la adicién cuantitativa,
podemos escribir:

La igualdad (1) expresa que el agregado de las traslaciones simbolizadas por
los vectores vy 3 es equivalente a la traslacién que corresponde al vector Py Ps.

Si ahora continuamos la operacién trazando desde P3 los vectores 7,9 y e,
unos & continuacion de otros, obtendremos por resultado final el vector P; Ps. De
acuerdo con la convencién establecida podemos, pues, poner:

7+(5:(5+7:P3P5 ............... (2)
PP3s+ P3Ps = P3Ps+ PiPs=PPs......... (3)
PPs+e=¢+PP=PFPs............... (4)
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de donde PPs=a+pB+y+6+e€............ (5)
0 sea el resultado de la operacion efectuada con todos cinco vectores.

(c). Si se considera extendida la operacién 4 un ndmero cualquiera m de
vectores, se tiene la expresién general:

E}nai = P1Pm+1 = Om4leeeeee e (6)

en que en vez de representar los vectores por af etc, los representamos por
ag, g ete.

Las relaciones (1), (2) etc., también nos dan:

PP=a+0+0+v+e=04+abd+v+e=€c+F+a+v+0d=etc;y

PPs=(a+p+y+0)+e=(a+0)+(y+6)+e=a+F+7+0+e

Aqui el uso de paréntesis tiene por objeto indicar que se considera la operacién
parcial ejecutada con los vectores escritos dentro de él.

Estas dos 1ltimas expresiones nos dicen que la operacién posee las dos pro-
piedades caracteristicas de la adicién cuantitativa, conocidas por los algebristas
modernos con los nombres de ley conmutativa y ley asociativa; esto es, que el
resultado de la operacién es independiente del orden en que se tomen los vectores
¢ independiente también del modo como se agrupen los mismos para ejecutar las
diversas operaciones parciales en que puede descomponerse la operacién total.

La estrecha analogia que existe entre la operaciéon que acabamos de examinar
y la adicién comun, justifica el empleo del signo + para indicar 4 aquélla asi como
la denominacién de suma vectorial con que se le designa.

Una suma vectorial corresponde, como se ve, & un poligono de fuerzas en la
grafostatica.

Obsérvese que la operacién descrita se ejecuta del mismo modo cualquiera
que sea la posicién de los vectores en el espacio, y que lo dicho acerca de la
adicién vectorial se aplica de consiguiente & vectores situados en planos diferentes,
paralelos 6 no entre si.

9. Regla de los signos.—(a). De (8) se sigue que todo poligono puede consider-
arse como una suma vectorial en la cual uno cualquiera de los lados del poligono es
igual & la suma de los demas. Dichos lados quedan de este modo asimilados & vec-
tores y, como tales, pueden ser afectados de los signos + y —. La fijacién de estos
signos es arbitraria para cada lado, pero una vez establecida, debe permanecer in-
variable; es, por lo tanto, necesario determinar cual de los dos signos corresponde
4 cada uno de los lados 6 vectores que componen una expresién sumatoria. Es-
to se obtiene con facilidad imaginando un punto en movimiento que & partir de

13
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un vértice cualquiera describa sucesivamente los lados del poligono, moviéndose
siempre en un mismo sentido, hasta volver al vértice inicial; los signos se deter-
minan entonces por la regla siguiente: cada lado debera hallarse afectado con el
signo que corresponda & aquella de sus dos direcciones opuestas que coincida con
la del movimiento del punto.

Es evidente que el valor de la suma anterior es nulo, por reducirse el vector
final & un punto coincidente con el vértice inicial.

(b). Si suponemos que el punto describe todos los lados del poligono menos
el ultimo, este lado representara el resultado de la suma de los lados restantes y
debera tomarse con el signo que corresponda & aquella de sus direcciones que sea
contraria & la del movimiento.

(c). Sea por ejemplo, el tridngulo ABC, en que las dos direcciones opuestas
de cada uno de sus lados, considerados como vectores, se hallan marcados con
flechas.

C
Si comenzamos por el vértice A y seguimos la direccion AC B, podemos poner,
segin (a) y (b):

a—y—pF=0......... (1)
a—y=0...... (2)
Siguiendo la direccién contraria ABC, tendremos
B+y—a=0......... (3)
B+y=a............ (4)
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(a). Cambiando los signos de (1) sale (5), cambiando los de (2) sale (6); y
(1),(3) y (5) se obtienen de (2),(4) y (6) pasando el segundo miembro al primero.
Esto nos dice que en una igualdad vectorial podemos cambiar los signos de sus
términos todos & la vez, 6 pasar un numero cualquiera de ellos de un miembro al
otro cambidndoles el signo, como en el Algebra comun.

Conforme y& observamos (a), las direcciones positivas y negativas de cada lado
son arbitrarias y pueden fijarse independientemente de las de los demds lados.
Por ejemplo, si llamamos positiva la direccién del lado BC' que antes tomamos
negativa y dejamos las otras direcciones como estaban, las relaciones (1) y (2)
asumen la forma:

aty=p0y a+y—F=0

Las reglas anteriores se aplican igualmente al caso en que los lados se repre-
senten por medio de diferencias simbdlicas (5 — ¢), de modo que en lugar de (1)
podemos escribir: C — A+ (B—-C) = B—A, 6 bien: C—A+(B-C)—B—-A=0;
de donde: 0 = 0, lo mismo que si las letras representasen cantidades en vez de
puntos. Obsérvese que aqui B — C' = —~, puesto que 7y = C — B.

Regla practica.— (d). La regla siguiente puede ser de utilidad al principiante
para el manejo rapido de los signos.

Sean dos vectores a y 3 considerados como los lados adyacentes de un para-
lelogramo segun lo indica la figura; entonces si las direcciones que corresponden
4 un mismo signo se alejan 6 se acercan del vértice O, se tendra:

+(a+ ) = £y

ta—p0)==4
esto es, la suma de los dos vectores sera igual & la diagonal que pasa por el punto
de encuentro de dichos vectores, y la diferencia sera igual & la otra diagonal.

Lo inverso se verifica si una de las direcciones de un mismo signo se aleja y la

otra se acerca del origen O, 6 sea:
ta+pB)==+6 y £(a-pF)==1y.
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10. Adicidn de vectores paralelos.— Reasumamos la expresién general del §.8(c):
¥l a; = a1 y supongamos paralelos todos los vectores; sélo tendremos que
atender entonces 4 sus longitudes y signos, y de consiguiente la operacién queda
reducida al caso de una adiciéon cuantitativa, y el resultado puede expresarse en
términos de la unidad lineal é sea numéricamente. De este modo se obtiene la
adicién cuantitativa como un caso particular de la adicién vectorial (8 — b).

Siendo « la unidad lineal, tendremos: X! a; = naj, en que n puede ser un
numero cualquiera positivo é negativo. Esto conduce asi & la consideracion de
vectores afectados de coeficientes, la cual puede entenderse facilmente al caso en
que dichos coeficientes sean cantidades algébricas cualesquiera.

11. La multiplicacion de un polinomio vectorial por una cantidad numérica es
una operacion distributiva.— Fn efecto, por tridngulos semejantes tenemos:

BC =nf,si AB = nay AC = nv, de donde: na+nf = n+y y sustituyendo por
~ su valor a+ 3 tenemos: n(a+ ) = na+np. Pero a y 3 pueden descomponerse
en la suma de dos vectores; cada uno de estos sumandos en la suma de otros dos
y asi sucesivamente de modo que podemos escribir: n o =na+naz +......

12. Definiciones— En adelante llamaremos vectores coplanales & los que estén
situados en un mismo plano; coiniciales, & los que tengan un origen comun; y
diremos que varios puntos 6 vectores son colineales siempre que se hallen sobre
una misma recta.

13. Ejemplos.— Los siguientes casos especiales de adicion de vectores merecen
examen.

1.2 De la igualdad ab = —ba se tiene: ab+ba = 0; como debe ser, puesto que la
posicién final de un punto que después de moverse de a a b ejecuta el movimiento
contrario de b 4 a, equivale & aquella en que el punto permanece estacionario en
a; esto es, hay una traslacién nula.

2.°8Si a,by cson tres puntos colineales la ecuaciéon , . 4 ab=ac+cb
da la posicién del punto ¢ con relacién & los puntos fijos a y b, cualquiera que sea

16
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la posicion de c.

3.9 Entre cuatro puntos colineales existe la relacion ab.cd + ac.db = ad.bc = 0.
Tenemos en efecto, cd = ad — ac; bd = ad — ab y bc = ac — ab, sustituyendo estos
valores en la relacién de arriba, sale:

ab(ad — ac) + ac(ab — ad) + ad(ac — ab), la cual desarrollada es idénticamente
igual & cero.

Lo mismo se deduce efectuando las multiplicaciones en la expresién siguiente:
(b—a)(d—c)+ (c—a)(b—d)+ (d—a)(c—b).

4.°8iay,as,...... a, son puntos en un plano en el espacio, se tiene: as —aq +
a3 —as... - ++ap —an—1 = ay — a1 como si se tratase de cantidades.

5.° De las igualdades vectoriales a + 3 = v y o/ + 3 = 7 se tiene axiomdtica-
mente: a+ =o'+, 6bien (9—d):a—a' =03 -3

Este caso corresponde 4 la figura anexa, de la cual se saca inmediatamente:

AB=a—-d =0 -y AC=a+p=d+p.

14. Unidad vectorial.— Puesto que todos los vectores paralelos entre si son asimi-
lables & cantidades de una misma especie (10), se sigue que tales vectores pueden
siempre expresarse en términos de una medida comun. Esta medida se llama
unidad vectorial y es igual & un vector paralelo 4 los otros vectores é igual en
longitud & la unidad lineal.

En adelante designaremos la unidad vectorial por medio de un ;, aplicado
como subfijo al simbolo del vector que se considere; asi, a; serd la unidad vectorial
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con respecto al vector o y 4 todo vector paralelo & él; 31 lo sera con respecto & (3,
y asi en seguida.

De lo dicho se tiene que todas las unidades vectoriales que entran en un
mismo problema son de igual longitud, y son 6 no son paralelas entre si, segtiin
que los vectores que miden lo sean 6 né, 6 simbdlicamente: Tay =TF; = ... =1;
(65) + /81 +......

Es evidente que una misma cantidad mide vectores paralelos de direcciones
opuestas, puesto que dichas direcciones se determinan por los signos + y — y en
nadan afectan la unidad de medida.

15. Division de vectores paralelos— Segun el §10, podemos expresar dos vec-
tores paralelos bajo la forma ae = may y ag = nag; de donde, % = %; esto
es, la razén entre dos vectores paralelos es igual & la razén de su?s) tensores, y
serd positiva 6 negativa segin que éstos tengan 6 no tengan signos iguales.

16. Cantidad escalar— A toda cantidad real, numérica 6 algébrica, conside-
rada como representativa de la longitud de una linea 6 como la razén entre las
longitudes de dos vectores paralelos, se llama, en general, cantidad escalar, 6 sim-
plemente escalar; se deriva esta denominacién de que dichas cantidades pueden
representarse por medio de puntos sobre una recta, 4 guisa de escala.

17. Aplicacion de las reglas del cdlculo comun d los vectores paralelos.— En
lo que precede hemos dado ejemplos de la aplicacién de varias operaciones del
céalculo comin & vectores paralelos. Seria innecesario extender el niimero de dichos
ejemplos, pues basta saber que tales vectores son comparables entre si cuantita-
tivamente (10) para reconocer que el cdlculo relativo d ellos estd regido por las
mismas reglas del dlgebra comaun.

18. Criterio de paralelismo entre vectores.— (a). No pudiendo vectores diferen-
tes ser comparados cuantitativamente no serda licito escribir en general
a =nfB (5 —0>), si n es un escalar, & menos que se tenga n = 0. De aqui se
sigue que siempre que se obtenga una expresion de la forma anterior como re-
sultado de operaciones entre vectores, se realizard forzosamente una de las dos
condiciones siguientes:

1.2— Si a1 # (q; entonces n = 0; 2.2— Si n # 0, entonces o1 = f1, 6 en
términos mas generales: de la expresion
Ya+Xp = (Za).a+(3b).0 = (a1 +az+---+ap)a+ (b +ba+...by)3 =0...(1)
se desprenden las dos consecuencias que siguen:

(b). Que si por la naturaleza del problema se sabe de antemano que o y 3 son
vectores no paralelos, 6 sea si ay # (31, se tendréd necesariamente:

18
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YXa=0 y Xb=0

(¢). Que si, por el contrario, se sabe que Ya y Xb tienen valores reales, entonces
la relacién (1) indica que los vectores v y (3 son paralelos entre si, 6 bien que
a1 = (.

(d). Nétese que siendo la suma de dos vectores diferentes igual & una de las
dos diagonales del paralelogramo construido con los vectores por lados, para que
dicha suma sea nula es necesario que las diagonales lo sean, lo cual no es posible
sino en el caso en que los lados del paralelogramo también sean nulos, de donde
se sigue (b), puesto que (Xa)a y (3b)3 representan vectores diferentes.

19. Fcuacion lineal entre tres vectores coplanales y no paralelos—(a). Si a, By
~ son tres vectores coplanales y no paralelos, y existe entre ellos y los coeficientes
reales a,b y c la relaciéon lineal:

ac+bB+cy=0...... (1)

los vectores ac, b3 y ¢y representaran los tres lados de un tridngulo. En efecto,
la definicién de la suma vectorial nos dice que uno cualquiera de estos vectores
con el signo cambiado es, en virtud de la relacién (1), igual 4 la suma de los otros
dos y forma de consiguiente el tercer lado de un tridngulo cuyos otros dos lados
son los referidos vectores (9).

(b). Inversamente, dado los tres vectores a, 3 y -, serd siempre posible expre-
sarlos bajo la forma lineal de (1) con s6lo dar & los coeficientes a,b y ¢ valores
adecuados; porque basta para ello contruir un triangulo cuyos lados sean parale-
los & a, B y 7y, operacién posible en todos los casos, y reemplazar los coeficientes
por las respectivas razones entre los tensores de los lados 6 vectores de dicho
tridngulo y los de o, 8 y

(¢). De aa + b = bl + aa se sigue que la relacién (1) determinan los cuatro
vértices de un paralelogramo.

(d). Si los tres vectores no son coplanales, la relacién (1) sélo podra subsistir
en tanto que se tenga a = 0,b = 0 y ¢ = 0; porque si pasamos un plano por
dos de los vectores, como aa y bG, y efectuamos la suma de ellos, tendremos una
expresion de la forma aa + b = dd, y sustituyendo en (1),dd + ¢y = 0; pero 0 y
~ estan, por hipdtesis, situados en planos diferentes y no paralelos; estos vectores
son, por consiguiente, diferentes, y tendremos (18 —b.) : d = 0y ¢ = 0. El primero
de estos valores nos da acv + b3 = 0 y por lo tanto(18 = b.) :a =0y b=0

De todo lo expuesto se sigue que la relacién (1) es la condicién sufuciente y
necesaria para que tres vectores se hallen situados en un mismo plano.
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20. Condicion para que tres vectores coplanales y coiniciales tengan sus térmi-
nos (7) situados en la linea recta.-(a). Siempre que coexistan dos relaciones de la
forma:

ax+bB+cy=0...... (1)
a+b+c=0...... (2)
entre coeficientes reales a, byc y tres vectores coplanales y coiniciales, o, 3 y 7,
los términos de los referidos vectores seran colineales.

Las relaciones (1) y (2) nos dan:

v aa+ b0
1 a+bd

a bB+cy
1 b+c

8 aa+cy
1 a+c

=0...... (3);

y la primera determinante equivale 4 a/(b+ ¢) = b3 + ¢y, de donde:

TV, (1890), b(a — b) = c¢(y — «); pero de la figura se saca:
pag. 125

a—fF=BAy~vy—a=AC . b.BA=cAC. Esta relacién indica (puesto que
by ¢ son escalares) que BA y AC son paralelos (18 — ¢); pero dichos segmentos
tienen un punto comin A, luego pertenecen 4 una misma recta y los puntos A, B
y C, 6 bien los términos de los vectores «, 3 y v son colineales.

(b). La reciproca de (a) también se verifica: es decir, que si los vectores «, 5y
~ de la relacién (1) tienen sus términos en linea recta, se tendrd necesariamente
la relacién (2) entre los coeficientes. En efecto, siendo colineales po hip6tesis BA
y AC, podemos poner: BA = nAC, y sustituyendo los valores vectoriales de estos
segmentos se tiene: & — 3 = n(y — a); de donde (n + 1)a — f —ny =0, en la
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cual existe la identidad n +1 — 1 — n = 0 entre los coeficientes, que corresponde
da+b+c=0en (1).

(c). Las igualdades (3) de (a) dan inmediatamente:

_bB 4y _aa+cf _aa+bp
T e p= at+c ' ' a+b

Si suponemos que cada uno de los tres vectores ocupa por turno la posicién de

un cuarto vector OD = §, tendremos, llamando a’,b" y ¢ los nuevos coeficientes:
5Zb'ﬁ—|—c’7_ (Sza’oc—i—c"y. :a’oH—b’ﬁ
V+c ' a+c a +v
Estas relaciones conducen & las siguientes:

b AC ¥ AD ,
(1) ------ g — @, g — ﬁ ...... (1)
a BC a DC ,
(2)...... CTUAR - ap (2)
¢ BA ¢ BD ,
(3) ...... B E7 y _— Dic ------ (3)

Dividiendo cada una de las razones de la primera serie por su correspondiente
en la segunda, obtendremos tres nuevas, las cuales, junto con sus respectivas

reciprocas, forman las seis relaciones anarmoénicas distintas de los cuatro puntos
A, B,CyD.

(d). Con referencia 4 la figura se tiene: OA’ + OB’ = 3, de donde: v, (190,
pag.
b.O—A/a + b.O—B/'y = b0
! ¥
comparando esta expresiéon con aa + ¢y = —bf3, se obtiene:
a= fb.O—A/ y c= fb.O—B/.
OA ocC

21. Aplicaciones.- Con lo visto hasta aqui poseemos los medios de aplicar el
calculo de los vectores 4 un crecido nimero de problemas.

Los ejemplos siguientes, en los cuales se trata de varias relaciones conocidas,
pueden servir de ejecicio en el manejo de los simbolos vectoriales.

Observacion.- Antes de pasar adelante observaremos que cuando sea necesario
ocurrir en el cdlculo de los vectores & construcciones 6 relaciones puramente geo-
métricas, esto es, en que las lineas de que se trate se tomen independientemente
de la idea de vector, puede convenir, desde el punto de vista didactico, sobre todo,
hacer uso de algin signo que asi lo indique. Con este objeto emplearemos en lo
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sucesivo un punto colocado sobre el simbolo de una recta; asi, al escribir AB = a,
daremos & entender que se trata de la linea AB, 6 sea del largo del vector AB.
Esta notacién es més sencilla que su equivalente TAB (6) y tiene la ventaja de
aludir a la indole geométrica de la relaciéon que se considera.

1. Sea el trapecio ABC'D y sea MiM> la recta que divide AD y BC propor-
cionalmente & los nimeros ap, asz,c1 y co respectivamente; tendremos:

aia+ B+ c16 = M1 My y también: —asa + 8 — cod = M1 My

2Mi My = (a1 —ag)a+ (c1 —c2)d + (x+1)3...... (1)

Si hacemos AM 3=a2y BM 4 = C3, sOlo tendremos que cambiar los signos de
los dos primeros términos del segundo miembro de (1) para obtener a 2M3My,
de donde:

M1M2 — M3M4 = (al — CLQ)OZ + (01 - 62)5 ...... (2)
como lo indican las lineas discontinuas de la figura.

Suponiendo en (1) a3 = a2 y ¢1 = co, se tiene:

B+z8 AB+ DC

2 2

relaciéon conocida y que prueba & la vez que, en este caso, Mj M, serd paralela

MMy =

TV, (1888-1889), 4 los lados paralelos del trapecio (18 — ¢).
pag. 127

22



INTRODUCCION ELEMENTAL A LA TEORIA DE LOS CUATERNIOS

2. Las dos diagonales de un paralelogramo se interceptan en sus puntos medios.
— En el paralelogramo ABCD hagamos
OB coO
DO =Ty 20 =Y
y tendremos: DA+ AB = (14 2)DO y DA — AB = (1 + y)OA, de donde:
2DA =2(DO+0A) = (1+2)DO+ (1+y)OA, 6 bien: (1-2z)DO = (y—1)OA,
lo cual nos da (18 = b) z =1y y = 1 y de consiguiente: DO = OB y CO = OA.
3. Propongamonos hallar los vectores que unen los vértices de un tridngulo
con un punto ) tomado en su interior como lo indica la figura.

AC' =m; OB = zi;
AB' =n; AO = ug,
BB =p; CO = 26,
CC' =g

Sean :

Tomemos, ademas, el signo + en la direccién de la flecha de cada vector
y llamemos a,b y c las longitudes de los lados opuestos respectivamente & los
vértices A,B'Y C y sean a1, 1 y 71 las unidades vectoriales de dichos lados
considerados como vectores. Esto sentado, tendremos:
byr + 201 +xi1 +ca; =0...... (1)
También se tiene:

AB'+ B'B + BA =0, 6 bien:
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nyr+pir+cag =0...... (2)
El tridngulo ACC’ da:

AC+CC'+C'"A =0, 6 sea:

byr +qé1 +ma; =0...... (3)
De (2) y (3) sale:
. ny; + coq may + by
1p=—— Yy (51 = -
p q

Reemplazando estos valores en (1) se obtiene:
mog + by JLCaE! + cay
p

by1 — z. +cap = 0;
de donde:
(pg.b — pb.z — nq.x)y1 + (pg.c — gc.x — mp.z)a; =0
y (18 —b)
ng.x+pb.z—pgb=0 y qcx+mp.z—pgc=0
Estas dos ecuaciones nos dan:

nq.r pb.z—pqb| 0

ge.x mp.z —pqg.c|
de donde:

o™ b| 2,|" b

q c m| q 1 1
6 bien:

n—=b
z2=———.4cC
cb —mn

Del triangulo ACO se obtiene: ue; = by; + 201; reemplazando 4 z y d; por

sus valores tenemos:
n—>b map+by (cb? + bne — mnb — cb?)y; + (mne — mbe)ay
.qc =

uep = by + . =
cb —mn q cb —mn
y finalmente:
— —-b
ue; = (c=mnm +(n=bmar (4)
cb —mn

lo que nos da el valor de AO.

Si ponemos & (4) bajo la forma (cb — mn)AQ — (¢ — m)b.AB’ + (n — b)mAB,
tendremos la identidad entre los coeficientes de los vectores AO, AB" y AB :
cb — mn — cb+ mb+ mn —mb = 0, como debe ser, puesto que los puntos B,O y
B’ son colineales.

24



INTRODUCCION ELEMENTAL A LA TEORIA DE LOS CUATERNIOS

El método que hemos empleado para hallar el valor de AO no es el mas corto,
pero si constituye un buen ejercicio en el manejo de los simbolos. La expresion
(4) se obtiene directamente de esta otra

AS'y — ASay = AO
con solo reemplazar & AS y AS por sus valores en términos de ¢, b, m y n.

Si hacemos en (4) m = §yn = g, se saca: AO = é('y—a); pero v —« es igual
4 la diagonal AD, luego AO prolongado pasa por el punto medio de BC' : esto
nos dice a la vez que las tres medianas de un tridngulo concurren en un mismo
punto.

CALCULO DE LOS CUATERNIOS

4. Vector que une uno de los vértices de un tridangulo con un punto del lado
opuesto— Sean CA = bf1; CB = aa; y CC' = py1; y tomemos CP = 1; el vector
CP sera, pues, igual & la unidad vectorial a;.

sin 6
sin 6

El tridngulo COP da PO = ; el valor del vector PO es, de consiguiente,

. ing .
POB, = Sl,n .B1. Si llamamos x & CO tendremos
sin
o
a1 + Sl_n 61 = xy1, O bien:
sin 0
a1sin@ + (1 sin @’
Ty =— ... (1)

sin 6

También tenemos que C'C’ puede ponerse bajo la forma:
maaq + nbfy

= DT OPL 90 — ¢):
N e ( c);
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/
de donde, pry; — p (a1send + Brsend’) _ maoy +nbf (2):
x senf m—+n

. p .
poniendo '~ se tiene:
T

(ma — ax’ — bx')sinf.a; = (asin® .2’ + bsin@'.2" — nbsin 0) G,
lo que da:
ma—ar' —bx' =0 y asinf .2’ +bsinf .2’ —nbsinf = 0.
De estas dos ecuaciones se tiene:

(a+0b)a’ ma | | 1 ma |
(a+b)x'sin@ nbsin®| [sin@ nbsind|
bsin @
TV, (1890), Soomo= m; sustituyendo este valor en (2) sale:
pég. 151 asin @’ ;
a
== ———"" in6 ng 5...... 3
=" asinf + bsinf {alsm + fisin } (3)

que es el valor buscando.
5. Bisectriz de dngulo.— Si en la expresién (3) del ejercicio anterior hacemos
0 =0, el vector CC’ serd la bisectriz del 4ngulo en C' y tendra por valor:

ab
=— @1 +061)...... 1
gl a+b(041+ﬁ1) (1)
Como en este caso CO = 2 cos 6, también podemos poner:
ab
Ty = 2cos0;
7 a+b o8
luego si 20 = 90°, se tiene la relacion geométrica conocida:
. ab
cCl'=——V2.
a+ b\f

Poniendo AC’ = x, tenemos:

b
ze1 = CC' + AC = -2 (a1 + 61) —bB1 v

a+b
ab 1
(et 0a) L
€1 (a+b(041+51) 51 . (2)
También se tiene: .
ce1 —aoy = —bf . e1 = L;ﬂl y sustituyendo en (2)

c{ acj—)b(al + B1) — bﬁl} = (a1 — bB1)z, de donde:
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b . b

X ez = 0, 6 bien, la relacién conocida x = AC’ = ¢
a+b a-+b

6. Las perpendiculares trazadas desde los vértices de un tridngulo d los lados

opuestos se cortan en un mismo punto.

Sea 0 el punto de encuentro de las lineas CC’ y AA’ perpendiculares 4 los
lados opuestos AB'Y C B, respectivamente. El valor CC’ serd (relacién (3) 21-4):

cC' = ab{al cos A + (31 cos B} IV,(1890),
c

pag. 152
Podemos, pues, escribir las siguientes relaciones, en las cuales z, 2z y u repre-

sentan coeficientes numéricos por determinar:

AO =x.(y1cosC — B1cosB)...... (1)
CO =z.(aycos A+ frcosB)...... (2)
BB’ = —u(ajcos A+ cosC).....(3)

El tridngulo AOB nos da: BO = AO — AB, y el tridangulo BCO sale: BO =

CO — CB; de donde:
AO - AB=CO - CB = BO
Reemplazando estos vectores por sus valores, se tiene:
BO = z(y1cosC — 1 cos B) — ¢y1 = z(avg cos A + 1 cos B) — aay

ac] — €Y1

b

(bx cos C'+cx cos B+cz cos B—be)vy, = (bz cos A+az cos B+ax cos B—ba)ay,
6 sea (18 —b),

y poniendo por [ su valor 5 = , sale:
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(bcosC + ccos B)x +ccosB -z —be=0

acosB-x+ (bcos A+ acosB)z —ba =0,

de donde:

be ccos B

ba bcos A+ acos B bccos A

" |bcosC + ccos B ccos B " acosBcosC +bcos AcosC + ccos Acos B
acos B bcos A+ acos B
Sustituyendo este valor en la expresiéon
aql — ¢
BO = z(y1cosC — % -cos B) — ey
y llamando NN el denominador de = se saca:
accos B
BO = —T(al cos A+ 7y cosC)

Comparando esta expresién con (3) vemos que BO y BB’ son paralelas (18 —
¢); pero estas dos lineas un punto B en comin, luego no son sino segmentos de
una misma recta, lo que nos dice que BO prolongado corta ortogonalmente 4 C A;
el punto O es, por lo tanto, comun & las tres perpendiculares AA", BB’ y CC".

De las relaciones precedentes se tiene:
BB’ N
BO ~ bcosB’
si se trata de un tridangulo equilatero las perpendiculares que hemos considerado
seran 4 la vez las medianas y las bisectrices de angulo, y se tendra:
BB’ 3a cos’ B
BO  acosB

3
=3cosB=—
cos 5

puesto que B =60° (21 — 3).

7. Teorema de Menelaus.— Sea un tridngulo ABC' cortado por la transversal
A'B’, y sean adem4s:

cA CB BC’

AA BB °T Ac

1V,(1890),
pég. 153
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yB3+(z+1)5=(x+Da...... (1)
(y+1)B+uw+p=za...... (2)
o+a=46...... (3)

6 sean las tres ecuaciones:

—(z+Da+yB+(2+1)0+0p=0
—za+ (y+1)8+00+ (u+1)p=0
a+068—0+ ¢ =0, de donde:

—(x+1) y (2+1) 0 -1 20 — ugp
—x y+1 (u+1)p| =10 y+1 (u+1)p+(¢p—0d)x|=
1 0 (¢ —9) 1 0 ¢—9
-1 20 — ug

g1 (s g+ (o) "

6 bien: (u+1)p+ (¢ —0)x+ (y+1).(20 —ug) = 0; de donde: (y+1)z—x =0y
r=2z(y+1).

Reemplazando & x,y y z por sus valores tenemos:

CA BC’ (CB 1) _ (CB + BB’> BC' BC'.CB’

BB’ BB ) Ac ~ Ao .pp ¢ donde

AA ACT
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BC'.CB'.AA
= 1, que constituye la propiedad fundamental de la teoria de las

AC'".BB'.CA’
trasversales.
8. Vector medio y punto medio.— Sea una serie de puntos, coplanales 6 né:

Uy A1, 02,03 .« . an, y sea, ademas, ag otro punto tomado como origen de vec-

tores:

Supongamos la relacién
mi1amal + moamas +......
en que mqi, Mo, etc son escalares; tendremos:

. o _|_ MpamQnp = O ...... (1)

ama1 = apa1 — apam
Am a2 = agay — agQm

mi(apa; — agam) + ..o ...

miagal + ... ... + mpaoan, — (M1 +...... + my)aoa, = 0, de donde:
miagad] + ...... + mpaoan
agly, = —————————— ... (2)
mip—+...... + my
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Se prueva sin dificultad que el vector aa,, corresponde al del centro de gravedad
de un sistema de pesos mi, ms, etc, colocados en los puntos aj,as etc., respecti-
vamente.

Si suponemos mq =mg = ...+ = My, Se tiene:

apal + ... -+ agly

=t TR 3
apa n ()

en este caso aga,, se llama vector medio con respecto a los otros vectores agay, apas

ete.

Si escribimos 4 (3) bajo la forma de diferencias simbdlicas, tendremos:

a1 +ag+...+ay n
Ay — = n —an
a1 +ax+...+a
—— 2n no (4)

y el punto a,, recibe el nombre de punto medio con referencia & los demés del
sistema.

Suponiendo que ag y a,, coincidan, la relacién (3) nos da:

ama] + amas + ...+ ama, =0...... (5).

Si suponemos los puntos coplanales y los referimos 4 dos ejes de coordenadas
XXy YY' y llamamos by, cy; bo,co ete., las coordenadas de los puntos aq,as
etc.; vy a1, 71 las unidades vectoriales paralelas & los ejes, tendremos que el valor
de un vector cualquiera a,,a; serd dado por la relaciéon a,,a; = b;a1 + ¢;y1, en que
s6lo hay que atender & los signos de b;, ¢;, segiin las direcciones de los ejes que se
consideren positivas; sustituyendo en (5) los valores de esta forma resulta:

(myby +maby + ...+ mpby)ag + (micy +maca + ..o+ + mpep)y1 = 0;
de donde:
miby +maobs +...- - +mpb, =0
mic1 +maoco + ... - +myc, =0,

relaciones que estdn de acuerdo con la teoria de los momentos en mecénica, si
my1,me, etc. representan fuerzas paralelas.

Ejercicio.- Hallese el punto medio correspondiente a los vértices de un tridngu-
lo.
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Aplicando (5) se tiene:
Y1+v2+v3=0...... (1)
sustituyendo v1 = v — a y v3 = 2 — 0, sale:
32+ —a=046bien: 3y, = —(8— «)
pero 0 — « es igual 4 la diagonal asa4, luego M es el punto medio entre a; y as
v 379 =2Mas .. asa,, = %agM.

PARTE SEGUNDA - CUATERNIOS

22. Cociente geométrico.— Hemos visto (18) que la expresién é = m, en la cual
e
0y a son vectores y m una cantidad real, requiere que 31 = a1, y por el contrario,

que si 81 # «y entonces s no tiene significado cuantitativo, y la igualdad — =m
denota, en el concepto a%ébm‘co, una condiciéon absurda 6 imposible, al igolélal de
esta otra: a + 3 = m, que, segin vimos (8 y 10), s6lo pueden subsistir en el caso
de a1 = f4.

Sin embargo, asi como la igualdad cuantitativa a + b = ¢ se extendié por
definicion hasta hacerla comprender la suma vectorial o + 8 = 4, del mismo

modo el algoritmo de los cuaternios se sirve del simbolo é de una razon algébrica
60 numerica para designar una operacion ejecutada co1r10évecto1res7 4 la cual, por
analogia con aquella, se da el nombre de cociente geométrico.

23. Definicion y naturaleza de la division vectorial ¢ cociente geométrico.
(a).- Sean v y [ dos vectores coiniciales y x el dngulo comprendido entre ellos.
Si hacemos girar 4 uno de estos vectores, & « por ejemplo, en un angulo x, en el
sentido que convenga, hasta que coincida en direccion con 3, y luégo alteramos la
longitud de a hasta que coincida también con la de 3, podremos decir que hemos
engendrado este ltimo vector por medio de una operacién ejecutada sobre a. A
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esta operacién se da el nombre de divisién vectorial é cociente geométrico, y se
B a . .
escribe —, si es de « el vector sobre el cual se opera, y 5 si, por el contrario, lo
o
es 3.
La nomenclatura de este simbolismo es igual & la del algebra comun, agre-
gandose tan sélo el calificativo geométrico siempre que se quiera especificar la

operacion; asi, en la expresion é = q, q es el cociente geométrico correspondiente
al dividendo geométrico (8 y al divisor geométrico a.

Aunque hemos supuesto que los dos vectores tienen un origen comun, lo ante-
rior se aplica & dos vectores cualesquiera, pues si no son coiniciales bastara, para
hacer que lo sean, trasladarlos lo suficiente paralelamente & si mismos.

b.
(b). El cociente puede también escribirse: ﬂ, en que (1 y a1, son, como de
a.oq

costumbre, las unidades vectoriales Correspondientes 4By aa,siendo by a sus
respectivas longitudes ¢ tensores. Esta forma patentiza la naturalea complexa del

cociente, el cual se descompone en una razén algébrica — y en otra entre unidades
a

N . , . . . .
vectoriales —; en la primera sélo se atiende & la magnitud lineal de los vectores,
«

1
y en la segunda, & lo que podemos llamar su magnitud directiva 6 angular.
Podemos, pues, decir que un cociente geométrico comprende & la razén al-

gébrica, 6 bien que — es siempre igual & — veces el resultado de la operacién
e a

. . B s . . ) . .

simbolizada por —. Esta tltima operacién equivale (a) 4 hacer girar la unidad
a1

vectorial a; hasta que coincida con la otra (1; vemos, ademds, que en el caso

particular de 8 = a1 la divisién vectorial se reduce & la divisién algébrica, puesto

que entonces o =g um escalar.

(¢). Plano de un cociente.- En la definicién que hemos dado de la divisién
vectorial no se ha tomado en cuenta el plano de los vectores que forman los
términos del cociente; ella se refiere asi & un cociente entre vectores cualesquiera
de posiciones indeterminadas en el espacio; mas al aplicar dicha divisién al calculo
se hace necesario distinguir los cocientes que se hallan en un mismo plano 6 en
planos paralelos, de los que se encuentran en planos oblicuos entre si. La deter-
minacion de un cociente geométrico exige asi que se fije la direccién del plano de
sus vectores; esta direccién quedard determinada siempre que se tenga la de una
linea perpendicular al plano, llamada eje del plano.

(d). Elementos determinativos de la operacidn.- Para obtener la representacion
analitica y completa de una divisién vectorial, es necesario conocer todos los ele-
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mentos que entran en ella. Conviene, por tanto, acordar el modo de determinar
dichos elementos y examinar la influencia que ellos ejercen en la operaciéon. Con
este objeto y con el de insistir de nuevo en lo ya referido acerca de ellos, entraremos
en las consideraciones siguientes:

12q. A der.

+11

—X +K B

—11

der. 12q.
Al

Sea un tridngulo isésceles ABA’ y consideremos la base circular BOB'B
comun & los dos conos que pueden engendrarse con la revolucién de los dos
tridngulos, rectangulos en C, ACB y A’CB al girar al rededor del lado C' A 6 del
lado C'A’.

Llamemos CA =i1; CB = k; CO = 3, y asimilemos estas tres lineas & tres
vectores; la primera & un vector unitario, y las otras dos & vectores de igual
longitud, puesto que son radios de un mismo circulo. Considerando positivas sus
respectivas direcciones, tendremos: CA’ = —iy, CB' = —k y CO’' = —f3.

Ahora uno cualquiera de los radios del circulo BOB’B puede considerase de-
terminado por la posicién que toma otro cualquiera de ellos, C'B por ejemplo, al
girar al rededor de CA 6 de C A’ en la generacién de uno 1 otro cono, y conse-
cuentes con la definicién de vector, debemos ver en cada una de estas posiciones
del radio inicial C'B otros tantos vectores distintos, con respecto & los cuales sélo
podemos escribir T3 = Tk.

Esto sentado, veamos cudles son los elementos necesarios para poder determi-
nar la posicién de un radio cualquiera CO = § con relacién & otro cuyo movimien-
to se considere.
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Con referencia & un radio inicial, dicha posicién depende evidentemente:

1.2 Del vector i1 6 —i1 que se tome por eje.

2.9 Del dngulo descrito.

3.9 De la direccién del movimiento 6 rotacién.

Estos tres elementos se reducen & la determinacién de una distancia (arco
recorrido) y de dos direcciones: la del eje y la del movimiento. La direccién del
eje, segin hemos visto y4, se determina por medio de los signos + y —, como
la de todo vector; para determinar la del movimiento pueden también emplearse
dichos signos; pero es de observarse que ella depende no sélo del sentido absoluto
del movimiento, sino 4 la vez del eje que se considere, y asi como estos ejes
tienen direcciones opuestas, asi también es facil reconocer que la direccion del
movimiento del radio inicial debe considerarse invertida al pasar de un eje a otro.

En efecto, si suponemos & un observador sentado sobre el vértice A, dando
la espalda al lector, de modo que su izquierda y su derecha queden en las posi-
ciones marcadas en la figura, entonces para otro observador colocado en posicién
analoga sobre el vértice A’, las referidas posiciones se hallarédn invertidas y el
movimiento cuya direccion es de izquierda & derecha para el primero serd de
derecha & izquierda para el segundo, é inversamente.

Teniendo esto presente, si llamalos rotacién positiva la efectuada de dereacha
4 izquierda, la de sentido contrario serd negativa y los signos + y — podran
servirnos para designarlas sin riesgo de confusion.

(e). Atendiendo & las convenciones precitadas, sea C'B el radio inicial y x
el dngulo descrito. La posicion de CO quedard perfectamente determinada si
decimos que uno 1 otro de los dos modos siguientes:

(1). 41 sirviendo de eje @ CB, durante una rotacién positiva x, determina
¢ produce ¢ CO.

(2). —iy sirviendo de eje @ CB, durante una rotacion negativa —x, determina
¢ produce d CO.

La operacion que acabamos de examinar equivale al cociente geométrico uni-
tario “~. En efecto, tenemos: s = T—ﬁ& = @, puesto que T3 =Tk (d).

K1 k Tk K K1

(f). Notacion exponencial— Como el simbolo % no patentiza los elementos
de la operacién, eje y dngulo, se ha convenido Siemprle que se quiera particularizar
dichos elementos, en escribir la operacion bajo la forma de igualdad simbdlica,

P

& saber: i = —, en la cual i; representa el eje, y = el dngulo; pudiendo estos
R1
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elementos ser positivos 6 negativos, segin el caso. El simbolo exponencial i{
puede conservar la nomenclatura del dlgebra comin, llamandose i1 la base y z el
exponente, sin que por esto deba darse &4 dicho signo otra interpretacién que no
sea extrictamente la ya consignada.

El hecho de considerar que el movimiento de C'A lleva consigo el del vector
inicial, condujo & Hamilton & dar & i1 el nombre de operador. De aqui la locucion
comimmente usada en vez de la empleada en (1) y (2), & saber: i1 operando sobre
CB etc.

24. Radial— Para abreviar llamaremos cociente radial é simplemente radial
4 todo cociente entre vectores de igual longitud. Tal cociente es siempre reductible
4 un cociente unitario (23 — e), esto es, 4 un cociente entre unidades vectoriales;
radial y unitario son, pues, términos de cocientes equivalentes. El nombre radial
se debe 4 Hamilton y viene de considerar & vectores diferentes pero de igual
longitud, como radios de una misma esfera; & dichos vectores podemos llamar

B _ b

25. Tensor y wversor de un cociente,— Si en — hacemos — = m y
o ao a

vectores radiales.

reemplazamos 4 % por su equivalente 7 tendremos o= mi{, que es la expresién
general de un cociénte geométrico. El factor m se llama tensor y el ¢7 versor del
cociente.

Recordando lo dicho en (23—a), tenemos que la operacién se concibe ejecutada
por el versor 77, el cual hace girar al divisor o hasta que coincida en direccion
con el dividendo 3, y luégo por el tensor m, que altera la longitud de « en la
proporcién de m & 1 hasta hacer que dicho vector coincida en extension con .

El oficio de un versor es, pues, hacer girar (en un plano perpendicular & su
direccién), y el de un tensor, acortar ¢ alargar.

A tensores y versores se da también el nombre de operadores. Todo radial es
un versor.

26. Cuaternio.— A todo cociente geométrico, unitario 6 no unitario, esto es,

de la forma mif = o en que m puede tener cualquier valor real, se da el nombre
de cuaternio.

Hemos visto que para determinar un cociente geométrico es necesario conocer
la direccion del plano de sus vectores, 6 sea la posicién de uno cualquiera de los
ejes del plano (23 — ¢). Sabemos, ademds, que la posicién de una linea en el espa-
cio se tiene siempre que se conozcan las trazas de dos de sus planos proyectantes;
si la linea pasa por el origen, cosa que podemos suponer en el caso presente,
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desde que el eje puede ser una linea cualquiera con tal que sea perpendicular al
plano, dichas trazas quedaran determinadas por los dos angulos formados por
ellas con la interseccién de los planos de proyecciéon. Esto nos dice que un cuater-
nio queda completamente determinado por cuatro elementos cuantitativos, de los
cuales depende Unicamente, & saber: tensor, dngulo de los vectores y las dos can-
tidades determinativas de la direccion del plano. De esta propiedad caracteristica
derivé Hamilton el nombre de cuaternio, dado & todo cociente geométrico.

27. Angulo de cuaternio.— Angulo de un cuaternio es el dngulo comprendido
entre sus vectores, tomado, en general, en el sentido geométrico, es decir, > 0 y
< .

Los angulos de dos 6 mas cuaternios lleban signos iguales cuando se les con-
sidera descritos en un mismo sentido, y signos contrarios cuando son descritos en
direcciones opuestas 23. Dicese, de consiguiente, que los angulos de dos é més cu-
aternios son de igual 6 de diferente signo, segiin que estén descritos en un mismo
sentido 6 en sentido contrario.

28. Medida de dngulo.— Por razones cuyas ventajas se apreciardn en lo que
sigue, conviene adoptar el &ngulo recto como unidad de medida en la expresién

del angulo de un cuaternio; luego si por 8 representamos el valor de dicho angulo
20

en grados, sabemos que Zf = Zf

29. Cuaternios iguales.-(a). Puesto que un cuaternio representa una operacién
cuyos elementos constituyentes son tensor, eje y dngulo, resulta que dos 6 mas
cuaternios seran iguales entre si siempre que tengan tensores iguales, ejes iguales
y angulos iguales.

Recuérdese: 1.° Que lo que hemos llamado eje es un vector unitario perpen-
dicular al plano del cuaternio; por ejes iguales debe, pues, entenderse vectores
unitarios iguales, esto es, paralelos y de una misma direccién.

2..9 Que para los dngulos aqui considerados sean iguales entre si se requiere
no sélo que tengan igual magnitud, sino también que sean descritos en un mismo
sentido, esto es, que tengan un mismo signo. En virtud de lo que antecede, pode-
mos definir la igualdad entre dos 6 mas cuaternios diciendo: lldmense cuaternios
iguales entre si los que reunen las tres condiciones siguientes:

1.2 Tener un mismo tensor.

2.2 Ser coplanales.

3.2 Tener angulos iguales en magnitud y signo.

(b). De la definicién que acabamos de dar se sigue que un cuaternio, considera-
do como figura geométrica, puede recibir en su propio plano cualquier movimiento
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que no altere ninguna de las tres condiciones de igualdad indicadas; podra, pues,
girar sobre un eje 6 sufrir una traslacion paralela sin que por eso cambie su valor
en tanto que sea cociente geométrico.
(¢). De lo expuesto en (a) y (b) se desprende que siempre que existan entre dos
/

cuaternios dos relaciones de la forma — = — y a = o/, se tendra necesariamente
a o«

como en algebra 3 = 3.
/

En efecto puesto que R son iguales entre si podemos considerarlos como
coplanales, y sabemos, ademads, que tienen angulos iguales y de un mismo signo;
por tanto, podemos trasladar uno de ellos hasta hacer que coincidan los dos
vectores iguales o y o, y una vez esto hecho, la referida igualdad de dngulos,
asi como la igualdad de tensores que existen entre ambos cuaternios, exigen que
By [ coincidan en direccién y extensién, de donde se tiene 3 = (3.

30. Relaciones fundamentales del nuevo cdlculo.— Por base del cdlculo de los
cuaternios se adoptan las siguientes relaciones fundamentales del algebra comun,
aplicadas 4 vectores cualesquiera «, 8y §, como si se tratase de simples cantidades.

I.q:é,éseaqa:ﬁ.
o

/
II. Siézﬁ/ya:a’, entonces 8 = 3.
a o«
mr 22 0 _ xS
a o« a
w oB_9oB8_6 B.6_PBr_B

Ba  Pa aYaTaT w3

(a). La relacién I es puramente convencional, no siendo sino una de las
notaciones empleadas para representar un cuaternio cualquiera g y un vector
cualquiera 3; la IT se desprende, conforme vimos yé (29 —¢), de la definicién mis-
ma de cuaternios iguales; las 11 Y IV se establecen, ya sea toméandolas como sim-
ples definiciones de la suma y multiplicacién de cuaternios, é bien adoptandolas
como formas algébricas aplicables 4 estas nuevas operaciones definidas indepen-
dientemente de dichas formas, como veremos en adelante.

(b). Esencial es observar que la adopcién de estas relaciones no lleva consigo la

de todas las consecuencias algébricas que de ellas se deducen; por ejemplo, de IV

o 0
no debemos deducir esta otra: —.— = —, por esto seria admitir que el orden de
@ o

los factores no altera el producto, cosa que no sabemos si se verifica mientras no
conozcamos lo que en este cédlculo se entiende por multiplicacién y producto. La
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aplicacién de dichas relaciones sélo gozara, pues, de generalidad absoluta en tanto

que haya identidad de posiciones relativas de los simbolos, y al desarrollo de la

teoria que nos ocupa toca justificar las trasformaciones 4 que pueden someterse.

31. Propiedades de la notacion exponencial.—(a). Tomemos el cuadro siguiente,

en que se hallan indicadas algunas de las posiciones del radio inicial con referencia
a la figura del (§23 — d).

Numero de orden | Eje | Vector Inicial Angulo Descrito | Vector Engendrado
1 +i1 +K +x +5
2 +i1 —K +x -0
3 +i1 +B —X +K
4 411 -3 —T —K
1 —11 +K —z +0
2’ —41 —K —x -0
3’ —11 +0 +x +K
4’ —11 -0 +x —K
Interpretando estas operaciones de acuerdo con la notaciéon exponencial, se

tiene (23 — f):

p
).t =2,
..it =2 s
2)...if =2, S
A _/": 6 bien segtin la relacién 1 1_
()" =75, Gt B=r
.. it = =" i (=0) = -
it =
(v vz _ B
(1) (=h) _/i’ﬁ (i)™ k=0
B R :/gjﬂ’ o bien: (=)™ (=r) = =
(3)...(—i1)* = 5 (—i1)*-B=k
@) iy = = (~ia)* (=6) = (=n)

De estos grupos se saca:
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De (1) y (1') y de (3) ¥ (2'), axiomdaticamente: if = (—i1)™"...... (5).
De (3) y (3') y de (4) y (4) se tiene igualmente: i7* = (—i1)®...... (6).
Las relaciones (5) y (6) nos dicen que en este calculo el exponente y la base

pueden cambiar simultdineamente de signo sin que altere el valor de los cuaternios.

1
(b). Si adoptamos del algebra la notacién i;* = = (5) vy (6) nos dan:

@ = (_;)x y 211 = (—i)"...... (7)

Si empleamos el signo (—) para designar la inversion de la operacién if.x = 'y
convenimos en que & dicha inversién corresponde inversion del resultado, podemos
poner: —(i7.x) = —( comparando esta expresion con (2) se tiene: —(i.x) =
i7(—=k); (1) y (2') dan del mismo modo: —{(—i1) ".k} = (—i1)~".(—k). Vemos
asi que la inversion indicada por el signo — consiste en cambiar de radio inicial,
tomando 4 —k en lugar de k; pero esta operacion equivale & hacer girar 4 x en
dos angulos rectos, haciéndolo coincidir con —k, y después a hacerlo describir el
dngulo +x, si se trata de +i¢1, 6 —x si se trata de —¢;. Representando operaciones
equivalentes por simbolos equivalentes tendremos:

- __ ;T _ 24T - \2—x
—(if.k) =if(—K) =91 "k = (1) "h...... (8)
De (3) se saca igualmente:
-—x _ = _ 2—x
—(i1*.B) =" (=p) =i "B 9)

Las igualdades (8) y (9) nos permiten escribir estas otras:

. , N2 — 1 9
S = () i = = B 10)

Prfret ot Em pepresentard m

(c). Sien ] hacemos x = x1+xo+... -+ T, |
rotaciones sucesivas iguales respectivamente & x1, zs, etc. En adelante se vera que
los indices siguen la ley algébrica, pudiéndose escribir:

§T14T2  Tm — Z‘I1+$2+~~-'"+va

(d). Téngase presente que en las relaciones que anteceden { es un simbolo de
operacion y no de cantidad, en la acepcién comun de esta palabra; las referidas
igualdades son, pues, simbdlicas y representan operaciones equivalentes.

32. Reduccion de cuaternios d un comin denominador.—(a). Dos 6 més cua-

ternios pueden reducirse 4 un comin denominador sin que se alteren sus valores.

b
En efecto, sean los dos cuaternios é = f.é y & y tomemos los dos vectores ~y
a  aa” o
y 0 coplanales con « y ( tales que tenga:
b
T6 = —Tr;
a

supongamos, ademads, que estos vectores encierren un angulo igual en magnitud
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0
y en signo al comprendido entre o y (3; tendremos b = —(29), y de un modo
aQ y
/ !/

analogo se obtiene: — = —; lo que da la reduccién buscada.
& Y

(b). Obsérvese que esta operacién no exige que los cuaternios sean coplanales,
porque es claro que el vector v, que sirve de denominador comiin, puede tomarse,
ya sea en la interseccién de los planos de dos cuaternios no coplanales, ya sea en
uno y otro plano, siempre que sea paralelo 4 dicha interseccion.

8,8

33. Adicion de cuaternios.-(a). Sean los cuaternios: ¢ = = y ¢ ; re-

=;
e
duciéndolos & un comtn denominador v tendremos, de acuerdo con la relacion

fundamental I11:
g B 4 & :l:é + 4

—t—=—F*—=+—...... (1)
« « v Y Y
Ta . ! r@ . ..
Hagamos —— = r y escribamos: — = — si hacemos coincidir los vectores
/ / 17
To o ro

a y o, cosa que siempre serd posible por medio de movimientos que no alteren
el valor de los cuaternios (29 — b), se tendra: ra’ = «, y haciendo r3 = § saldré:

! o £
BLF_BL 5 _pri
o a o« !
Nétese que en (1) el vector 7 escogido por denominador comin puede ser

cualquiera y que, de consiguiente, podemos hacerlo igual & « y obtener inmedia-
tamente & (2).

La interpretacién grafica de (2) es la siguiente:
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Ta
/

y sean O'A” y O'B” (figura

2.2) los nuevos vectores asi obtenidos. Los vectores O’ A” y OA tendrdn entonces

Multipliquemos los dos términos de ¢ por r =

una misma longitud, y si trasladamos la figura 2.2 hasta que el primero de estos
vectores coincida con el segundo, y llamamos B” el punto correspondiente & B”

oc _6+p 6 B 8 B B B _,
0A~ o a'a rd a o a 979
Andloga contrucciéon puede hacerse en el caso de una sustraccién, de modo

tendremos:

que por suma puede entenderse suma algébrica.

Obsérvese que la operacién no esta limitada & vectores coplanales, pues si no
lo son, el vector-denominador « puede tomarse en la interseccion de los planos
de ambos cuaternios, conforme vimos en (32 — b), y la contruccién anterior se
efectia del mismo modo.

De la conmutabilidad de la suma entre vectores (8 — ¢) se desprende que la
suma de cuaternios es también una operacién conmutativa. Es evidente que lo
expuesto acerca de dos cuaternios se aplica & un nimero cualquiera de ellos.

(b). En lugar de tomar la relacién 111 como punto de partida de la adicién
de cuaternios, podemos definir esta operacion independiente de dicha relacién.

En efecto, tomemos un cuaternio cualquiera ¢’ = —A; como OC' es un vector,

podemos descomponerlo en la suma de dos vectores § y ¢ (figura 1.2) y escribir :
,  OC  [B+6

T 0A T a

0
que efectuando separadamente las dos operaciones ¢ = — y ¢ = — se obtiene
Q Q@

. Ahora, la inspeccién de la figura demuestra inmediatamente

el mismo resultado que con la ejecucién de ¢”, puesto que estas dos operaciones
engendran los vectores componentes de OC'; tenemos asi dos operaciones parciales
qy ¢, el conjunto de cuyos resultados es el mismo que el resultado de otra
operacién andloga ¢”, y de consiguiente podemos escribir con entera propiedad:

1/

0
g+q = é—i—— =q" = pP+o que es la relacion 11T (30 — a).
a o« e

34. Cuaternio rectangular.- Llamese cuaternio rectangular aquel cuyo dngulo
es recto. En este caso x = 1 y se tiene: mi; = é (25); pero i1 es un vector unitario
perpendicular al plano de a y §; mi; es, pues(,)[un vector coincidente en direccion
con i1, y cuyo tensor es m; luego todo cuaternio rectangular puede representarse
por medio de un vector perpendicular al plano del cuaternio, y cuya longitud es
igual al tensor del cuaternio.

Por plano de un cuaternio entenderemos siempre el plano de sus vectores.
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El simbolo 7; toma también el nombre de versor cuadrantal, porque su efecto
es el de hacer girar al divisor en un angulo recto é cuadrante.

35. Cuaternios reciprocos— Si se intervienen los términos de un cociente geo-
métrico 6 cuaternio, esto es, si el divisor se toma por dividendo éste por aquél,

se obtiene un nuevo cuaternio que se llama el reciproco del primero. La notacién

: ) ) . ) 1
es la misma que la del algebra; el reciroco del cuaternio q serd, pues, —.

Tenemos, en efecto:

= — (Relacion IV.)
e

a1 1 b

.1 a .,x . B . ,
Los dos cuaternios — = —.— = —1i ni¥ = —.= son cuaternios recipro-
x 1 1
ni{ b 61 n a oq

| Re

Cos.

36. Cuaternios conjugados.— (a). Dos cuaternios coplanales, de tensores iguales
y de dngulos iguales en magnitud, pero de signos contrarios, se llaman cuaternios
conjugados. Tales cuaternios equivalen & dos de la forma:

4 las cuales corresponde la figura adjunta, en que OB = a = aay; OA = =0.01
y OA’ =6 = b.6;.

La notacién empleada para designar el conjugado de un cuaternio es la intro-
ducida por Hamlton, y consiste en anteponer la letra k al simbolo del cuaternio;
asi, kq represente el conjugado del cuaternio q.

(b). Si hacemos ¢ = 0 6 ¢ = 7 tendremos: if =] ", 6 bien: 5 = 9, lo que nos
dice, como debe ser, que ambos vectores se hallan en la linea que pasa por O y
B’; pero en este caso, — y — son escalares; luego un escalar (considerado como
limite de un cuaternio)ay su conjugado son iguales entre si. Por tanto, si a es un
escalar, podemos escribir: ka = a :é inversamente, si se tiene 3 = k3, sabremos
que [ es un escalar.

37. Suma de conjugados.- De la figura del §36 tenemos:
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5 § OB
By B+

L= =05 " un escalar;

e e
luego si ¢ es un cuaternio cualquiera, de tendra:
g+kqg=a...... (1)

en que a es un escalar positivo é negativo, segiin que el angulo ¢ del cuaternio
sea menor é mayor que g

38. Degeneracion de cuaternio.- Cuando el valor de un cuaternio se reduce
4 un escalar, se dice que el cuaternio degenera. La direccién de su eje (y de
consiguiente la de su plano) es entonces indeterminada, y su dngulo tiene por
valor 0 6 .

Es evidente que puede escribirse: N

0 1

at] = a.— =a,
ag

lo que conduce 4 la relacién: i{ = 1, de conformidad con la cual podemos decir
que la unidad es el versor de un escalar.
39. Cuaternios opuestos.—(a). Sean dos cuaternios:

se tiene evidentemente:

,_ B _0-8_0 8
(6%

q = - -
qy ¢ difieren por tener sicénos opgestos ;é por esto se llaman cuaternios opuestos.

(b). Cuaternios opuestos tienen ejes opuestos y dngulos suplementarios; un
cuaternio y su opuesto son, pues, de la forma: ni¥ y n(—i1)>=%, 6 bien: ni{ y
niy (31 - a.)

(c). También se tiene como en algebra: ¢ + (—¢q) = —q + ¢ = 0; esto es, la
suma de dos cuaternios opuestos es siempre cero.

(d). Haciendo @ = 0 en q + kg = a (37), se tiene: kg = —q; pero este caso
corresponde & ¢ = g (siendo ¢ el angulo del cuaternio), de donde: el conjugado

y el opuesto de un cuaternio rectangular son iguales entre si.

b -7
(e). Si en la expresién kq = k.m'12 = ni, 2 hacemos n = 1 tenemos:
= 1 1
qu = ’Ll = —% = —

; q
41
Esta relacién y lo expuesto en (d) nos dicen que el conjugado, el opuesto y el
reciproco de un cuaternio unitario rectangular son iguales entre si. Lo mismo se
prueva independientemente de la notacién de indices.
(f). Escribiendo la igualdad de (d) bajo la forma b + ké
Q Q

condicién de que los vectores a y B sean perpendiculares entre si.

= 0 se tiene la
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40. Multiplicacion de cuaternios por escalar.— Sean un escalar a y un cuaternio

] . ]
q = n——; cualquiera que sea el valor del versor — es claro que para el efecto de
1

multiplicarlo por una cantidad numérica podemos considerarlo como una unidad
‘ [ - a1 aq
concreta con respecto 4 la cual se tendra, de consiguiente: a.— = —=.a, de

1 B

donde: a - ¢ = q - a; esto es, la multiplicacién de un cuaternio por un escalar es

una operacién conmutativa.
41. Multiplicacion de dos cuaternios.- Dos cuaternios cualesquiera ¢ = — y
«
/ ! . . ﬁ / a
q' = —; puede siempre ponerse bajo la forma: ¢ = —y ¢ = —.
Q Q

En efecto, reduciendo el reciproco de ¢’ al denominador de ¢ podremos poner:

1 v , «
—/ = — .. q = —
¢ « gl .
(b). Sean los dos cuaternios reducidos, a la forma anterior ¢ = — b yq =
a oq
a « b.f1 a.«
=.=L De acuerdo con la relacién fundamental IV tendremos: qq = ﬂ—l =
g gl a.ap C.Y1
1

—.—, lo que nos dice que el tensor del producto de dos cuaternios es igual al
cmn
producto de sus tensores; podremos, por tanto, generalizar cuanto se establezca

acerca del producto de dos radiales con solo multiplicar dicho producto por el de
los tensores que se consideren.

(c). La expresién de (b) también nos dice que el versor del producto es igual
al producto de los versores.

(d). Sean q y ¢' dos cuaternios que, en virtud de lo dicho en (b), supondremos
radiales. Sus vectores podran representarse por los radios de una misma esfera,
como lo indica la figura 1.

(Figura 1)
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1V,(1891),
pag. 219



PEDRO J. Sosa

Examinemos primeramente el caso en que ¢ y ¢’ no sean coplanales, que es al
que se refiere la figura (1), y en lugar de emplear el dngulo recto como unidad,
tomemos el arco de cada dngulo por medida de éste.

A B
De conformidad con esta notacién, sean ¢ = % = i?A y ¢ = % = 5’143 ,
OB OA OB OA OB
tendremos: ¢'q = A OC =00 ECB (Rel.IV) y q¢ = 00 04" Si hacemos

AC' = CA = —ACyAB = B'’A = —AB, asimilando as{ estos arcos 4 vectores
oc 4o , OA

curvilineos, podremos poner: ¢ = =1 = = £B'4. de donde
’ oc’ OAp OCq’ o4 C o L

(Rel. IV): ¢4’ OA OF : OB’llB/C,’ en que [y es diferente dt—:- k1, por s'er fastos

vectores perpendiculares 4 dos planos no paralelos; se tendra por consiguiente

(29) ka #* llB,C/, 6 sea: q¢° # ¢'q. Obsérvese que si AB fuese un cuadrante,
OB'C’ y O'BC estarian en un mismo plano, pero que la desigualdad de los
productos siempre subsistirfa por tener entonces CB y B’C’ direcciones opuestas,
es decir, por ser dichos productos cuaternios conjugados é de la forma: kch y
k:l_CB. Vemos, pues, que, en general, la multiplicacion de dos cuaternios no es
una operacion conmutativa, 6 lo que es lo mismo, que el producto depende del
orden de los factores (V. 30).

(€). Supongamos ahora 4 ¢ y ¢’ coplanales. Para esto podemos concebir que
el sector OBB’ (fig,1) gire al rededor de OA hasta caer en el plano de OCC’;
sean By B’ (fig,2), las nuevas posiciones de los puntos B y B’ de la figura 1;
despues de la rotacion tendremos:

B a g a & oa_ o
q/:a:E:llB yq:g:azzl :’Ll ,dedonde:
/:(i/g:i, ’:ég:é eroé—lzé
qq ',3/ ﬁ,yqq Qs 57p Iz 5

porque arco B'C’= arco C'B en magnitud y direccion, luego qq¢’ = ¢'q; esto es la
multiplicacion de dos cuaternios coplanales es conmutativa.
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(Figura 2)

(f). El resultado de (e) también se expresa bajo la forma:

qq = i§4 . Z-i4B ] ,L-ICA-i—AB _ Z-,143+CA _ Z-i4B ] ich — g

Vemos asi que en el caso de cuaternios coplanales los indices siguen la ley
algébrica (31 — c¢).

(g9). ST a representa un nimero y empleamos 4 1,2 etc. como subfijos para
designar orden de posicién pero no diferencia de simbolos, tendremos 1; + 19 +
...+ + 14 = a, 6 bien: a x 1 = a. Cada uno de los primeros miembros de estas
dos igualdades representa una operacién cuyo resultado es el segundo miembro;
segun esto, todo nimero puede considerarse ya sea como simbolo del resultado
de una operacién ejecutada sobre la unidad, tomada por punto de partida, ya sea
como simbolo de la operacion misma.

Sea ahora el producto numérico a X b = ¢; comparandolo con este otro ¢ x 1 =
¢ y asimilando los numeros & operaciones y resultados podemos decir que el
producto ¢ se halla ejecutando la operacién a sobre el resultado de la operacion
b; es decir, tomando por punto de partida de a el resultado de b en vez de la
unidad.

Este modo de concebir la multiplicacién numérica hace resaltar la analogia que
existe entre ella y la multiplicacién de cuaternios, porque de la igualdad cuatérnica
q¢'q = ¢ también puede decirse que el resultado ¢” se obtiene ejecutando sobre
el resultado de ¢ la operacién ¢'. En efecto, volvamos 4 la Figura 2 y ejecutemos
la operacién g cuyo resultado debe ser el punto de partida de ¢’; empezaremos,
pues, por OC, vector inicial de ¢ (este vector puede evidentemente considerarse
como el resultado de otra operacién analoga & q; él constituye el punto comin de
partida de g y ¢”, asf como la unidad lo es & su vez respecto de a y ¢). Ahora,
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el resultado de ¢ se obtiene describiendo el arco CA de derecha d izquierda de
un observador colocando sobre el plano OAC (exteriormente el triedro esférico
OABC) y mirando hacia A, y dicho resultado es el vector OA; partiendo, pues,
de él y describiendo el arco AB de ¢, esto es, ejecutando la operacién ¢/, se llega
finalmente el resultado buscado, correspondiente & la operacién ¢”.

obsérvese que al describir el arco AB, la direccién del movimiento es también
de derecha d izquierda con respecto & un observador colocado sobre el plano OAB
(exteriormente el triedro, como se convino antes) y mirando hacia A; esto es, que
el arco engendrado por ¢’ guarda con OA, vector inicial de ¢’ la misma relacién
que el arco engendrado por ¢ guarda con OC, vector inicial de ¢, lo cual tiene su
analogoen a:1=c:b.

Lo que antecede nos permite escribir:
OB OB OA

11= 00~ 0400
que es la relacién IV (30 — a).

Veamos lo que ocurre con la expresién q¢' = ¢”, empezando por OA, vector
inicial de ¢/, se llega & OB; pero como este vector se halla situado en un plano
diferente y no paralelo al plano de g, se sigue que partiendo de OB no es posible
practicar la operacién g; la solucién se obtiene trasladando los vectores de ¢’ 4 las
nuevas posiciones OB’ y OA (29—b). Esto hecho, podemos partir de O A resultado
de ¢, y engendrar el vector OC’ por medio de una rotacién en el plano de q, es
decir, ejecutando la operacion q.

En los parrafos anteriores hemos supuesto radiales los cuaternios ¢ y ¢'; pero
la analogia que hemos senialado entre las dos operaciones relativas & nimeros y
4 cuaternios se extiende sin dificultad al caso de cuaternios cuyos tensores sean
cualesquiera.

(h). De lo expuesto (d) se desprende que para que la multiplicacién entre
dos cuaternios sea una operacion determinada es necesario fijar el orden que
deben ocupar los los factores. Esto se indica por medio del signo x pospuesto
6 antepuesto al simbolo del cuaternio por el cual se quiere multiplicar; asi el
producto de g por x¢ serd qq’, y el de q por ¢'x serd q¢'q.

NN af a ) L
(). Nétese que 50 =5 equivale & cancelar factores de derecha & izquierda,
pero que también puede convenirse en cancelar de izquierda & derecha; lo esencial
es que, al tratarse de cuaternios no coplanales, la cancelacién se ejecute tan sélo
en sentido determinado.

42. Producto de conjugados.—(a). Sean dos radiales puestos bajo la forma:
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a0
q_6yq_ﬁ’

por tratarse de radiales tenemos (36 — ¢) :

I

\
<<
7~
Q
I

0 , B

También se tiene: 0§ 0 B

k(qq') = k(gﬁ) = kﬁ ~ 2" 3a kq'.kq,
de donde: el conjugado del producto de dos cuaternios es igual al producto de los
conjugados tomados en general, en orden inverso.

(b). En lugar de k(qq'), que indica el conjugado de un producto, escribiremos
en adelante k.qq’, y en lugar de (kq).q’, que es el producto de un conjugado por
otro cuaternio, pondremos kq.q’, en que el punto hace las veces del paréntesis: lo
mismo haremos en formas semejantes, aunque no se refieran al simbolo k.

(¢). Si los cuaternios son coplanales, se tendra: kqq’ = kq.kq' = kq'.kq, puesto
que siendo coplanales también los conjugados, la multiplicacién es conmutativa

(41 —e).

(d). De q = b = mﬁ se tiene: kq = kzmﬁ = mk‘ﬁ = m2L (39 —¢), de
« o1 (03] aq B
donde: gkq = m@.m% = m?é.ﬂ = m2& = m?; es decir el producto de un
ar B ar

1
cuaternio por su conjugado es igual al cuadrado del tensor comin d ambos.

. 1 1 . .
La relacién km— = mk— que hemos empleado arriba, se desprende inme-
aq

a1
diatamente de la definiciéon de conjugados.

43. Producto de reciprocos.— (a) La relacién IV nos da, como ya hemos visto:

Q
é . E = g = 1; esto es, el producto de dos cuaternios reciprocos es igual a la
Q@

. o 1.
unidad positiva, lo cual concuerda con esta otra forma: —¢=*

gt = — g =

n
iV = 1, como si se tratase de cantidades algébricas (V. 38).
(b). Empleando la letra R como distintivo de los cuaternios reciprocos, ten-
dremos (42 — a): Rqq' = Rq'.Rq ; y en el caso de cuaternios coplanales: Rqq’ =
Rq'.Rq = Rq.Rq .
44. Cuadrado de un cuaternio.— (a). Siq = b es rectangular, se tiene (39—e):
a

1
ﬁl a1 ﬁl

(651 .

q1 = ——, de donde: q% = —.—— = —— = —1, lo que nos dice que el cuadrado
B _ a1 =B b ,

de un cuaternio unitario rectangular, ¢ sea de un versor cuadrantal, es igual

d la unidad negativa; luego para un cuaternio cualquiera rectangular se verifica

(41 — b); ¢*> = —(Tq)?, 6 bien: el cuadrado de un cuaternio rectangular es igual

49
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d menos el cuadrado de su tensor.

(b). Estos resultados estan de acuerdo con la notacién de indices, segin la cual
i2* representa dos rotaciones al rededor del eje i1, cada una igual x; si z denota
un angulo recto, se tendrd: z = 1y i3* = i2; el oficio del versor i es, pues, hacer

girar al vector inicial en dos angulos rectos, 6 sea invertir su direccion de donde

se desprende la relacién i? = =% = —1.

1
Lo mismo se deduce de la relacién (10) de (31 — b); en efecto, de —if = 31"

se tiene: —i¥ = i2.5¢ . i3 = —1.

2 2x

(¢). De ¢ = ni¥ y kq = ni;” sale: ¢ = n%.i?® y (kq)? = n?.i7°" 6 bien: el

cuadrado del conjugado es igual al conjugado del cuadrado.

(d). Sea q = b = ni{; se tiene:
«

p N2 . \2(2— N4
—g=-_= n(—i1)* ™"y (—q)* = n*(—i1)?#) = n?(—ir) "3
pero el indice 4 representa 4 dngulos rectos, y de consiguiente (—i1)* indica una
revolucién completa del radio inicial, de donde: (—i1)* = 1y (—q)? = n2.i% = ¢2,
como en algebra.
(e). De i? = —1y i} = +1 se sigue: z"f"“ = —1yif" = +1, en que n
representa un numero entero, 6 bien:
Z.§2n+l)7r — 1 y Z%nﬂ- _ +1
IV, (1891), por donde vemos que si el dngulo de un versor es un multiplo de dos dngulos
pe- 228 rectos, el versor tiene por valor la unidad positiva 6 la unidad negativa, segin el
factor de 7 sea par 6 impar, siendo entero dicho factor.
(f). Hemos visto que dos radiales, rectangulares y no coplanales, tienen un

producto de la forma ¢'q = x¢P y q¢’ = nl_CB (41 — d); si suponemos que los

/ 1 / / 1
coplanales de q y ¢’ se cortan ortogonalmente, se verifica que ¢'¢ = k1 y ¢¢' = —

)

R1
de donde: (¢'q)? = k? = —1y (q¢')* = % = il = —1, 6 bien: (¢'q)* = (q¢')*.
También tenemos: ¢2.¢% = (—1) x (1) :1+1 S 2(q)? = —(qd)>.

Las relaciones anteriores nos dicen que la operacién representada por el pro-
ducto de dos cuadrados de dos versores cuadrantales situados en planos perpen-
diculares entre si, restituye al radio inicial su posicién primitiva, mientras que
la operacion indicada por el cuadrado del producto invierte dicha direccién 6 la

coloca en sentido opuesto.

0
b IV,(1891), 45. Descomposicion de cuaternios— Sean ¢ = é y kg = — y hagamos B’A = v
pag. 246 y B/A/ _ _7 « [0
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Segun (37) tenemos:

B’ B’ B’
B8 _,O0B o op_ . . B OB 5 _,0B
a o o o o « o
de donde: 5 OB’
Pog="2400 . 1)
« « o

/
Y . .
Ahora, —— es un escalar, y — un cuaternio rectangular, luego todo cuaternio
o o

puede descomponerse en la suma de un escalar y de un cuaternio rectangular,
6 bien en una parte real 6 dlgebrica y en otra simbolica 6 vectorial.

La parte escalar de un cuaternio se indica anteponiendo & éste la letra S, y
la vectorial anteponiéndole la letra V; de acuerdo con esta notacion se tiene la

relacién general:

q=8Sq+Vq......... (2)
También se tiene:

1) OB~

—=kqg=————, 0sea

o o «

kq=Sq—Vq......... (3)

Estas dos ultimas expresiones son de grande importancia en la teoria de los

cuaternios.
Con respecto 4 la suma de un nimero cualquiera de cuaternios, se verifica 1v,aso1),

. pég. 247
evidentemente:

Yqg=5Yq+Viq...... (4)

Operacion de tomar partes escalares y partes vectoriales.

o1
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B
04 ,  OA" _ocC , o’ ‘
Sean ¢ —OCQ—BOyC(/] —O%?, entorgcgs// Sq = OB y Sq = OB de donde:
g + — . _ /
Sq+5¢ = —gz— = ggipero 5o =5+
S S(g+4q)=Sq+5q ...... (1)

También se tiene: / / / § o

N 0. Aty 2+ A

Va=gpyVd =g - VatVd =55 ="(55"= 55
~Vig+d)=Ve+Vg...... (2)

Las relaciones (1) y (2) son generales y se aplican al caso de cuaternios

coplanales 6 no; en este tltimo caso la diferencia consiste en que el vector comtin
OB, en lugar de ser coplanal con OA y OA’ 4 la vez, esta situado en la inter-
seccién de los planos AOB y A’OB. Las referidas relaciones pueden, ademds,
generalizarse hasta hacer que se refieran 4 un nimero cualquiera de cuaternios
con sélo descomponer 4 q y 4 ¢’ en dos sumandos; cada uno de éstos en otros
dos, y asi indefinidamente; de modo que la operacion de tomar partes escalares
y partes vectoriales de una suma cualquiera de cuaternios es distributiva, é bien,
simbdlicamente:
SY>q=>S¢ y V> qg=>Vq...... (3)

47. Propiedad distributiva del simbolo k.— La relacién (3) del §45 y la (3) del
§46 nos dan:

kXlg=%1S¢—-XlVg=Sq - Vg +Sqe—Ve+...---+ 8¢, — Van

0 sea: kXq = Xkq.
48. Propiedad distributiva de la multiplicacion.— Sean q1, g2 y q3 tres cuaternios

rectangulares cualesquiera; por ser rectangulares podemos asimilarlos & vectores
(34) y escribir:

1
(1 +q2).— = EE (Relacién I11);
43 43 43
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1
suponiendo ¢ = —, se obtiene:
a3

(1 +a2)q=qq+qq...... (1)
lo que nos dice que la multiplicacién es distributiva con respecto al multiplicando;

mas como los cuaternios pueden ser cualesquiera, la relacién (1) es aplicable & sus
conjugados; de donde:

(kg1 + kq2).kq = kqi.kq + kqo.kq = k.qqu + k.qq2; pero (kq1 + kq2).kq =
k(g1 + q2)-kq = k.q(q1 + q2) . k.g(qr + g2) = k.qq1 + k.qq2
y tomando conjugados:

g +q)=qn+qq...... (2);
luego la multiplicacion es también distributiva con respecto al multiplicador.

Si en lugar de cuaternios rectangulares tomamos otros cualesquiera, ten-
dremos: ¢' >~ ¢ = (S¢'+V{q').(3- Sq+>_Vq); y como los términos de los factores
del segundo miembro son escalares 6 cuaternios rectangulares, se sigue que la ley
distributiva es aplicable al caso general:

¢>aq=>4dq v >aqd=34qd.

49. Multiplicacion de vectores rectangulares.— (a). Sean los tres vectores uni-
tarios iy,iy y ¢, y sus opuestos —i,, —i — ¥y, —1, situados segtn los tres ejes de
coordenadas ortogonales, razén por la cual los llamaremos vectores rectangulares.

Z
%

(2 -
Z}I/
:_ir Z . /’;¥

lx

1 )
y _ZZ

Y

Supongamos positivas las rotaciones efectuadas de derecha a izquierda con
respecto & un observador que mira hacia el origen y que se halla colocado sobre
el vector que sirve de eje; esto es:

la rotacion del plano zx haciael yzx.
sean positivas: ¢ 7 ” » ” yx ” -
” 9 » 9 5 9

Yz 2.

De acuerdo con las relaciones A y B del §31 se tiene:

53
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Gyl = —lg.nn... (1).
Tyly = +ig...... (2).
vt = Figeennn. (3).
Qgly = —ly...... (4).
Galy = Ty ... (5).
(ol = Fiy ..o (6).
IV, (1891), En este grupo vemos que la multiplicacién no es conmutativa, como debe ser,

pag. 249 .
por cuanto cada uno de estos vectores puede representar un cuaternio rectangular,

y ya sabemos que el producto de cuaternios no coplanales depende del orden de
los factores.

Vemos también que el signo + correponde al caso en que los factores estén
colocados en el orden ciclico i.iyi., y que el signo — corresponde al orden inverso
i213%y, como lo indica la figura.

+
~
N

Zy = i 7 = _7 =-1
z xX X
ot (—iy) lz
1, = . - = = 1
by g g
) —1iy 1 1y
Y
by i 1,

relaciones que estan de acuerdo con lo hallado en el §44, lo mismo que estas otras:

=1

. . . _ . . _ . . s 2 2

Galyly = lylyl, = igliziy =1 5 =1 :
4 _ 4 /

=iy, =i, =+1...... (27).
y €T

2
z
o e e _ . o . o . _ .4
bylzly = lglyly = lyig0y = 0,
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De (1') sale:

y de (2):
(iziyiz)? = +1,
de donde:
i2igi2 = —(iglyiz)?; (V. 44 — f)
La relacién (1’) sirvié de base 4 Hamilton en la primera exposicién que hizo
de su teoria de los cuaternios (Elements of Quaternions).

Sien (1') y (2) hacemos y = 1,z = 2 y & = 3, resulta:

111913 = 131112 = 191311 = +1

129113 = 119302 = 139211 = —1

por donde vemos que los signos son + 6 — segin que el nimero de inversiones de
los indices es par 6 impar, como en la teoria de las Determinantes.

(¢). Si por i representamos un vector unitario cualquiera, y por a un escalar,
tendremos: ai = un vector; si llamamos « este vector, se tiene: o? = a%i®> =
a?(—1) = —a?, que da la relacién hallada en el §44 — a.

50. La multiplicacion de los simbolos de iyiyi. es una operacion asociativa.
Del grupo A (49) se saca:

alaiglyiziy = (ig0s)(I02)(120y) = iylyly = zzzx =(—1)ig = —ig...... (1)

(lal20)(1202)ly = lpisip(—1)iy = ipisiz(—iy) = iy l.(—iy) = iy, = —ig...(2)

Al mismo resultado se llega cualquiera que sea el modo de hacer el agru-
pamiento, con tal que se conserve el orden de sucesion de los factores desiguales;
se ve igualmente que el nimero de factores puede ser el que se quiera, de donde
se deduce que la operacién es asociativa como la multiplicaciéon comun.

51. Ezpresion trigonométrica de un cuaternio.— Y& hemos observado que la
parte vectorial de un cuaternio, por ser un cuaternio rectangular, puede reem-

T
plazarse por un vector; hagamos ahora, con referencia a la figura del §45, T—7 =m
«
no_ €1, y se tendra:
o
q=Sq+mey...... (1)
/
Si hacemos Taw = T3 serd —— = cos¢ y m = sin¢ (siendo ¢ el dngulo del
«
!/
cuaternio); pero —— = Sgq, de donde, llamando ¢; & GENy
[0 (65}
g =cos¢p+ersing...... (2).

55
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Esta tdltima es la expresion de un cuaternio radial 6 unitario, luego la de un

cuaternio cualquiera sera:
q=Tq.(cosp+e1sing)...... (3)

Recuérdese que €1 es un vector unitario perpendicular al plano de ¢, 6 lo
que es lo mismo, un versor cuadrantal; de modo que si por él se multiplica 4 un
vector «, este vector gira en un angulo recto, en el sentido positivo, sobre un
plano perpendicular & €;.

Y4 dijimos que la relacién (2) representa un versor; el oficio de este versor es
hacer girar en un angulo ¢; de modo que podemos poner:

2¢
cos ¢+ e1sing = ) =g
a1
Si hacemos en (3) ¢ = g se tiene: ¢ = Tq.e1, lo que nos dice que la parte
escalar de un cuaternio rectangular es nula, como también se ve inspeccionando
la figura del §45 6 bien considerando que, por ser rectangular, el cuaternio puede
representarse por un wvector y que por un vector no tiene parte escalar.
Obsérvese que en la relacién (3) los vectores del cuaternio no estan referidos
4 ningln eje de coordenadas; lo tinico que dicha relacién fija es la direccion del
plano de los vectores, que debe ser perpendicular & ¢; (V. 29 — b).

52. Multiplicacion de vectores en general.— (a). Resumamos la relacién (3) de

arriba, haciendo T'¢ =T — = E; esto nos da:
a a
)
— = E(COS<25 + £1sin ¢), de donde (Relacién I.):
a a
0= E(cosd) +e1sing)a = E(04 cos ¢ + e1asin @);
a a

multiplicando por x« sale:
da = E(042 cos ¢ + e1a sin ¢) = E(—a2 cos ¢ —e1a’sing) (49 — ¢)
6 bien: “ ¢
da = —ca(cosd +e1sing)...... (1)
Si en lugar de multiplicar por x«a multiplicamos por ax, se obtiene:

2cos ¢ + aciasin @);

ad = Ea(ozcosqﬁ + e1asing) = E(
pero « yael son perpendiculares egtre si, v de consiguiente, ajejaey = €1y
agio = a’eq, de donde:

ad = ca(—cosp+ersing)...... (2)

Por (1) y (2) vemos que el producto de dos vectores, al igual del de dos

cuaternios, varia con el orden de los factores; la diferencia consiste en el signo

de la parte vectorial, el cual depende de la direccién del movimiento. Asi, Va3
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tendra el signo + si se considera positivo el movimiento de a & 3, y el signo — si
se toma positiva la direccién del movimiento de G 4 a.
(b). Sea un tridngulo rectangulo. Aplicando la relacién (1) del §51 se obtiene:

6 a b

—=—4 - =14 —.e1, 6 sea:
a  a a

«
08 =acy +bsrag...... (3)
P
B -
R
O o= an

Recordando que €7 es perpendicular al plano de o y 3, y que ¢ representa en

la figura un vector unitario, se tiene:
gy =1..0=aar1+bi...... (4)

Apesar de que (3) y (4) se refieren 4 un mismo vector, obsérvese que no por
eso tienen idéntica interpretacién; el segundo término del segundo miembro de
(3) representa, en efecto, la operacién de hacer girar al vector bag, en un angulo
recto en un plano normal & e1, mientras que bi en (4) representa el resultado de
dicha operacién.

También puede escribirse:

La supresién del factor aj, que solo afecta 4 uno de los términos de (4),
podra parecer extrana, pero es licita; en efecto, a; es un simbolo de direccion y
no de cantidad, siendo su unico oficio el de particularizar el lugar geométrico con
respecto al cual se ejecuta la operacién que indica el versor 1 en (3), sefialando
como tal 4 una cualquiera de las rectas paralelas cuyo simbolo directivo es ay;
pero como este simbolo es indeterminado, podemos suprimirlo y obtener asi (5);
6 en otros términos: al suprimir 4 « prescindimos de la direccién del vector aa;
v lo designamos por su longitud a, como en la geometria analitica.

Obsérvese, sin embargo, que suprimiendo & 1 pasamos del algoritmo de los
cuaternios al de las cantidades llamadas complejas, cuya forma usual reconocera el
estudiante en la relacién (5).

La parte simbolica bi afecta la misma forma que las cantidades imaginarias
del Algebra, porque de i = —1 sale algébricamente: i = /—1; tomando, pues,

o7
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4 7 como unidad de las cantidades imaginarias, se obtiene la interpretecion geo-
métrica de este célebre simbolo. Sustituyendo por i su valor /—1 y haciendo
8 = OP, en que O representa el origen de coordenadas rectangulares y P un
punto cualquiera del plano, la relacién (5) da:

OP=a+by—1...... (6),
en donde /—1 representa un vector unitario cuya direccién es perpendicular 4 uno
de los ejes de coordenadas, 6 sea coincidente con la del otro.

En resumen, podemos decir que (3) representa la expresién cuatérnica, (4) la
expresion vectorial y (5) la expresién compleja de un mismo vector.

53. Interpretacion de V.af3 y S.af.— (a) Las relaciones (1) y (2) del §52 nos
dan: V.af = tabsin¢e; y S.a8 = —abcos ¢, por donde se ve que el coeficiente
de £; representa el drea del paralelogramo construido con los lados a y b, que
comprende el dngulo ¢; segtin esto T.V(OA.OB) = £2 veces el drea del tridngulo
OAB, empleandose el signo + si la direccién del movimiento se considera positiva
de OA &4 OB, y el signo — si la referida direccién es negativa.

(b). Una superficie puede asi representarse por medio de un vector perpendi-
cular 4 su plano y cuyo tensor exprese tantas unidades lineales cuantas sean las
unidades superficiales que contenga aquélla; lo anterior conduce también & la con-
sideracién de superficies afectadas de los signos 4+ y —. Por ejemplo: un tridngulo
OAB puede imaginarse descrito 6 engendrado por una linea OP de longitud va-
riable, cuya extremidad P describe la linea AB, ya sea en el sentido de A 4 B, ya
sea en el sentido opuesto; en el primer caso podemos representar la superficie del
tridngulo por OAB y en el segundo por OBA, y obtendremos asi dos superficies
iguales pero de signos contrarios.

(c). Por la expresién S.af = —absin(90° — ¢) vemos que la parte escalar del
producto de dos vectores es igual, en valor absoluto, al area del paralelogramo
construido con los lados a y b, iguales & los tensores de los vectores, de modo que
encierren un angulo igual al complemento de los vectores.

(d). Si llamamos P« el vector igual & la proyeccién de 3 sobre av y Pf3 el que
corresponde & la de o sobre (3, se tiene:

Saf = aPa = (Pj3

54. Formulario elemental.- Las férmulas que siguen son de interés practico;
estas féormulas 6 han sido ya demostradas en los articulos presentes, 6 bien se
desprenden inmediatamente de ellos.

fi....8a%? =a?=—(Ta)?; Va2 =0.

fgSVq:O
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f3....8¢ =Tq.Sq (aqui y en lo que sigue q; representa el versor de q).

fa....S¢ = —Tq.cos ¢ (aqui y en adelante ¢ representa el dngulo entre los
vectores).
f5....5vq = xSq (en que x = un escalar).
fe....Skq zlsq
Jro...8¢=—
Sa

fs-...8.¢% = (59)* + (Vg)*.
fo....V.g? =28q.Vq.

fio-...
fii-..
fiz...
fiz. ...
fia...
fis....
fig- ...
fir-..
fig ...
fio....
foo ...
for ...
faz ...
fos ...
foa ...
fos - -
fa6 -

for ..

Fog ...

fag .
fa0- -
f31-..
faz...
(T5)%}
faz....
faa....

T.Vq=Tqseng.

(Sq)* + (T.Vq)* = (S¢)* — (Vq)* = (Tq)*.
(Tq)? = 2(5¢)* - S.¢*.

q.kq = (Sq)* — (Vq)*.

Sqq' = 5q'q.

V.Sq=0

Vikg=—-Vq

Vxq=12Vq (en que z = un escalar).
Vqg=TqVq.

kVqg=-Vq.

(Vg)* = —(T.Vg)*.

.q+ kg =29q.

.q— kq=2Vq.

.qgkq = (Tq)*.

af = Saf+Vaps.
Saf = SPa=—-Ta.Tg.cos .
Vaf=-V0a=1+TaTp.sing.c1;TVaf =+Ta.TG.sin .

2
g E.cosé = (TQ) Sé.

g Tp Tp
a Ta Ta\? B

«

V—=—.sing.e; = () V—.

pBTH T o

(Sap)? + (T.Vap)? = (Ta)?.(TB)? = o?32.
.af + Ba = 25ap = 258a.

.af — fa = -2V Ba.

(a+0)? = (a+B)at (a+f)B = a® +25af + 37 = 25af — {(Ta)* +

(a—PB)?=0a%-2SaB+ %= —{(Ta)* +2SaB + (TB)}.
(a+ B).(a — ) = 0 — F + 2Vfa = (TB)® — {(Ta)? +2Vaf)}.
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™

f3s....(aB)? = (Ta)?.(TB)?*(cos2¢ — g1 8in 2¢);  si ¢ = 5
(aB)? = —(Ta)?.(TB)? (V. fa)

2 9 2 2
f36... <ﬁ> = E§§;2 (cos2¢p+¢e1sin2¢); si¢= g <ﬁ> = _ <§:§)

(01

)
IV, (1891), Obsérvese que fsq estd de acuerdo con la notacién ¢® = (m’l)2 = n®i]", en

pég. 254 .. ,
que, como se ve, se halla indicado el doble angulo.

f37....ﬂa= —a2 {Sﬁ+vﬁ}
o @
55. Teorema.— Siempre que se tenga un polinomio de la forma:
YatXa=0...... (1).
en que Ya representa una suma de escalares y Yo otra de vectores, se verifica
necesariamente que:
Ya=0...... (2), y Xa=0...... (3).

En efecto, si esto no sucede, se tendrd por resultado un escalar igual 4 un
vector, lo cual no es posible; luego (2) y (3) son consecuencias obligadas de (1).

Obsérvese que lo anterior no es sino un caso particular del criterio de par-
elelismo entre vectores (§18).

56. Aplicaciones.— De las formulas examinadas hasta aqui se desprende con
extrema sencillez un gran niimero de cuestiones relativas & la geometria y trigo-
nometria, como se ve en los ejemplos que siguen:

1.— Suma de los dngulos de un pdligono

Sean a1, 9, ... ... , oy, los lados, v ¢1, o, . ... .. , On, los dngulos internos de un
poligono, de los cuales indica una parte la figura; se tendra:
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™ —
ap =€ $n-1,
7r_¢n

a] =& Ne7%

Qp—1

en que €1 es un versor perpendicular al plano del poligono. Estas relaciones dan:

L. ... an =¢7" Pajag...... ay,; de donde:

5?”7&2) =1y (44d—e):
nw —X¢ =2 . N¢ = (n — 2).m,

que es el valor conocido de la suma de los dangulos internos de un poligono.

2. — — Ecuaciones que determinan un poligono
La figura representa

—_—————

tres lados de un poligono de n lados; llamando ¢1, ¢a,...... , On, los dangulos que
forman los lados con el lado ay, como lo indica la figura; aj, as, etc. los tensores
de a, g ete. y o) la unidad vectorial de aq; tendremos:
Ya = aja) +ageft. ) + ..o+ ape®1al.

Si se trata de una figura cerrada se tendra: Y¥a = 0, y sustituyendo por
5¢1,£(f2, etc. sus valores:

ay + az(cos ¢y +ersingy) + ... -+ ap(cospp_1 +e18ingp—1) =0
de donde (55):

a1+ a2co8¢y + ... -+ apcospy,_1=0...... (1)
assingy +...---+apsing, 1 =0...... (2)

Si 4 estas dos ecuaciones agregamos la que da el valor de la suma de los dngulos
del poligono, tendremos en todo tres ecuaciones para determinar los n lados y
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n angulos de éste; por donde vemos que de los 2n elementos que constituyen un
poligono 2n — 3 son arbitrarios.

3.— Raices enésimas de la unidad
2rm

277NN
De: (z n > =1 se tiene:

=T (1)

lo que nos da las n raices enésimas de la unidad. En efecto, si hacemos r = 0 =

1=2=...--- =n—1 obtendremos n versores distintos y no més de n, a saber:
.0 .27 .4m .2(n=D)m
1,0t i AT
cuyos valores trigonométricos son:
. 2r .. 27 2(n—1 .. 2(n—1
cos 0+ isin0,cos — +isin —,...... ,cosgw—l—zsmum...@)
n n n n

haciendo n = 2 tenemos las dos raices cuadradas de la unidad: +1y — 1.

Si hacemos n = 2s, la serie (2) se convierte en esta otra:

2 2 2(s—1 2(s—1
(3)~-+1,cos—7T j:isin—w,....cosgwiisengw,—l
n n n n
si suponemos n = 2s + 1, la serie (2) nos da:
2 2 2 2
(4)....—}—1,cos—7r:I:z'sin—ﬁ,....cosﬂ:I:isinﬂ
n n n n

(3) v (4) nos dicen que si n es par, las raices tienen dos valores reales, y que
si n es impar, sélo tiene un valor real.
IV, (1801), 4.— Desarrollo de cos(¢ £ ¢') y sin(¢ £ ¢)

pag. 312
Tenemos:

Efé‘itqy = (cos ¢ + £18in ¢).(cos ¢’ + €1 8in@’) = cos ¢. cos ¢’ F sin ¢. sin ¢+

e1(cos ¢'.sin ¢ + cos ¢. sin ¢';

y comparando esta expresién con:
9167 = 95 = cos(¢p + @) + 1 sin(¢p £ )

sale:

cos(¢p+ ¢') = cosp.cos¢’ Fsing.sing'...... 1)y
sen(¢p + ¢') = cos¢’.sing + cosp.sing’...... (2)
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A
v
: A
Y i
SN
B——t=—1 o
5.— Sea el tridangulo ABC'; tendremos:
S asb y I = bal_A, de donde:
ga! M

agP +be7t =,

y sustituyendo los valores de los versores:
a(cos B +¢1.sin B) + b(cos A —e1.8in A) = ¢;

y segin (55):

También podemos poner: a — 3 = 7, 6 bien: a® + fa = ya; tomando partes rv,ison),
9 pég. 313

vectoriales se tiene: VB3a = Vya, puesto que Va? = 0, por ser a? un escalar;

reemplazando los términos por sus valores (fa1) se obtiene:

ba.sin C' = ca.sin B, 6 sea

b.sinC = c.sin B.

6.— Generalizacion del problema de Pitdgoras
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De la figura se saca, haciendo OB = NC por construccién:
—a—0+ 3 =0+ xd;

multiplicando por 26 : —ad — 62 + 3’6 = 62 + 262, de donde (f1):

—Vas+VBs=0y
T.Vas =TS,

lo que nos dice que el area del paralelogramo P es igual 4 la de Ps3; del mismo
modo se demuestra que P, = P4, y de consiguiente se tiene:
P+ P, = P34+ Py,

relacion de la cual el teorema del cuadrado de la hipotenusa no es sino un caso
particular.

7.- Tres veces la suma de los cuadrados de los tres lados de un tridngulo es
igual d cuatro veces la suma de los cuadrados de sus medianas
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De la figura se saca: IV,(1891),
pag. 314

6 =mqe + % y B =mie1 — g, de donde:
1
52 + 3% = 2m3e? + 5042;
del mismo modo se obtiene:

1
a? + % = 2m3u? + 552 y

1
a? + 6% = 2m%i3 + 552.

sumando estas tres relaciones sale:
2(a? + 32 + 6%) = 2(m2e? + miu? + m%i3) + %(oz2 + 3% + 6%), 6 bien:
(02 4 524 82) = 2ms + miud + m3i),
y pasando & tensores:
3%a? = 4¥m?

8.— Sea un tridngulo ABC'y M un punto cualquiera de uno de sus lados como
el AB, al cual divide dicho punto en dos partes proporcionales & m y n.
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La figura nos da:

a=my —0y B =mny +4§, de donde:
na? = n(my — 0)? = nm?y? —nmy16y1 — nmy 6 +nd. ... .. (1)
mp% = m(ny +6)% = n’mA2 + mny16 + mndy, +mé?. ... .. (2)
sona? +mpB? = (nm? + mn?)y? + (m + n)é?,

y pasando & escalares 6 tensores:
na® + mb* = nm? + nm? + (m + n)d>.
Si m = n se tiene el teorema bien conocido: a? 4 b = 2(m? 4 d?); si m = g,
entonces 2a’ + b? = 6m? + 3d°.
9. Sea p,, el punto medio correspondiente & n puntos pi,p2,...... ,Pn, Y sea
po un punto tomado por origen de vectores; llamemos «ag al vector pop,,, «; al
pop; v Bi al pmpi, v apa; y b; & sus respectivos tensores.

IV,(1891), Elevando al cuadrado el vector (3; tenemos:
pag. 315 2 2 2 2.
B = (i — ap)* = of — ajag — oy + ag;
y tomando escalares:
2 2 .
ag — 2Saian  (f30);

_bZZ = —a? —
pero Sa;ap = ap(ag +¢;) (55 —b),

o=b? = —a? + ad — 2apc;

Multiplicando esta expresién por m;, sumando y recordando que Xagm;c; =
aOE}Lmici = 0, se obtiene:

SiaZm; = SLv2m; +a3Sim, .. ... (1)
Si m; = una constante, entonces:
Sia? =nad + 3007 (2).

Haciendo en (2) n =2y en (1) n =2, m; =1y ma = 2 se llega de nuevo

4 los resultados del ejemplo anterior (8).
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Aplicando la formula (2) se obtiene la solucién de un gran nimero de cues-
tiones. Sean, por ejemplo, mi, ma, m3 las medianas de un tridngulo inscrito en
un circulo de radio R, y sea d la distancia entre el centro del circulo y el punto
medio del tridngulo; suponiendo que pg coincida con el centro del circulo, se tiene
la relacién:

27(R? — d?) = 4%m?

Si hacemos n = 5 en (2) y suponemos que estos puntos dividan una circun-
ferencia en cinco partes iguales, se tiene, tomando & py en uno de dichos puntos:
a?+a3 = 5R?, en que a; y ay son los lados del pentdgono convexo y del pentdgono
estrellado cuyos vértices coinciden con los puntos, siendo R el radio del circulo.
Del mismo modo se obtiene para los dos octégonos regulares, convexo y estrellado:

a? + a3 = 4R%.

10.— Relacion entre los lados de un triangulo y las lineas que unen sus vértices

con un punto dado.

Sea, ABC un triangulo y P un punto; la figura da: IV,(1891),
at+e=0 y f—e=X\ pig 216
de donde:
A= (a+e).(B—¢)=aB+eB—as — 2,
y tomando escalares (fa9):

—didy cos0 = —ab. cos C' — dabcos ¢y + ads. cos ¢pg — d% 6 bien:
ab. cos C + bds. cos 1 = did3 cos 8 + ads. cos ¢g + d% ...... (1)

en que a,by ¢y di,ds,ds indican los tensores de o, By vy de y A

Como el punto P puede hallarse fuera del plano del tridngulo, la relacién (1)
se aplica también & un tetraedro.

11.— Hallar el drea de un cuadrildtero, conociendo tres lados y el dngulo que 1v,(1891),
forman. (V. el nimero 21 de los Anales.) pis 53
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Sea el cuadrilatero A1 B1C1 D1, y designemos por a,b y ¢ los tres lados, y por
Ay B los dos angulos conocidos. Sean, ademads, «, 3 y = los vectores correspon-
dientes & los lados, y hagamos D10 = mf y C10 = na.

Siendo @ el area buscada se tiene:

Q= %(m—i—l)(n—i— l)TVﬂa—%mnTVﬁa = %Tlfﬁa ...... (1) (853)
La figura nos da:
y+mB=na......... (2);
multiplicando por X~ y tomando partes vectoriales, sale: (f1) :
mVpBy=nVay...... (3),
y efectuando la misma operacién con Xa,
Vya +mVpa = % ...... (4). 5 5
Vrvya V By v  VBy
(4) nos da: m = “VBa y (3): n:mﬁm = —mv—m = Via (fa6)
de donde: VBy  VAya VBy —Vya+ Vi
mAntl= gt - ot l= o :

reemplazando este valor en (1) se tiene el drea buscada (fo5):
Q- TVpy —TVya+TVBa  besin A+ acsin B + absin C @)
= 5 = 5 e
Si suponemos & « 'y (8 paralelos, Vfa =0y
TV By —TV~ya
Q= 5
que es la expresién del area de un trapecio.

Notese que V 3y y Vya tienen signos contrarios y que por eso es positivo
el segundo término del numerador de (2), acsin B; la razén consiste en que si
hacemos girar & v en el sentido de & =, esto es, de izquierda & derecha, dicho
vector engendra & Ty(—aq) y no 4 Ty(aq); para engendrar este ultimo es necesario
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que « gire de derecha & izquierda, 6 sea en sentido opuesto a la rotacién de V 3.
(Aqui el sub-indice indica naturalmente un vector unitario.)
12.— Relaciones fundamentales de la trigonometria esférica

A

c

Tomemos tres vectores unitarios ii,%0,73, respectivamente perpendiculares
4 las tres caras OAB,OBC y OAC de un triedro esférico OABC.

Considerando positivas las rotaciones verificadas en el sentido indicado en
(41 — g), se tiene (41 — d):

0,1 =iz "

6 bien:

(cosc+ipsinc).(cosa +igsina) = cosb —igsinb...... (1)
Tomando escalares sale:

cosb = cosa.cosc + Siiigsinc. sina;
observando que el angulo comprendido entre ¢; é i es igual & m — B, se obtiene
la férmula conocida:
cosb = cosacos c+ sin csin a cos B.
Si tomamos las partes vectoriales de (1), resulta: IV,(1891),
—igsinb = i1 sinccosa + 9 sina. cos ¢ + i1ty sina sin ¢, pie. 557
y multiplicando por Xi1:
—i3i18inb = —sin ccos a + 4971 sina cos ¢ + 414211 sina sin ¢;
tomando escalares y recordando que S.iyi9i; = S.io = 0; se obtiene:
sinbsin A = cos a sin ¢ — cos csin a cos B.

57. Producto de vectores en términos de sus coordenadas.— (a). Sea o un vector
que pase por el origen de un sistema de coordenadas ortogonales, cuyos vectores
unitarios correspondientes & los tres ejes designaremos por i1, 49,43, como en el
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§49. Si referimos el vector & dichos ejes y llamamos a1, as y a3 las cantidades que
expresan las longitudes de las proyecciones, podremos poner:
a = ayi) + asts + asis,

puesto que « es la diagonal del prisma rectangular cuyas aristas son aiiq, asis,
etc.

Segun esto, el producto de dos vectores coiniciales « y § cuyo punto comtn
pase por el origen podré escribirse:

aff = (a1i1 + azia + asiz)(bii1 + baia + b3iz).

Efectuando la multiplicacién y teniendo presentes las convenciones estableci-

das a cerca de los simbolos i1, i2,i3 (49), sale:

ap az| . . ag| . . az agl . .
aff = —(a1by + azbs + asbs) + roo 1112 + ros 1113 + 2" igig... (1)
bi  bo by b3 by bs
0 sea:
11 12 13
Clﬁ = _{Eéarbr + alp as ag } ...... (2)
by by b3
(b). Si suponemos a = 3 se tiene:
o = —¥ja,b, = —(ai + a5 +a3) y
Ta= Jaltad+al
(2) también nos da:
Saf = -%iasb,...... (1)

58. Cuaternio expresado bajo la forma de un cuatrinomio.— (a) Sea la ex-
presién general: ¢ = Sq + mey; cualquiera que sea la direccién del vector meq,
podemos trasladarlo paralelamente & si mismo hasta hacerlo pasar por el origen
de coordenadas; esto hecho, se tendrd de acuerdo con la notacién del parrafo
precedente, y haciendo Sq = ag:

q=ag+ ait; + asto + asig...... (1).

(b). La expresién (1) permite extender la ley asociativa & cuaternios cua-
lesquiera; en efecto, poniendo los cuaternios bajo la forma de (1) se ve que el
producto de dos 6 mas de ellos se compone de partes escalares 6 de partes en
que entran escalares y los vectores rectangulares 19, i2, 73, y como la ley asociativa
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rige 4 unas y otras, se sigue que también es aplicable & cuaternios cualesquiera
rectangulares 6 no. Con esto queda comprobado que la multiplicacién cuatérnica
obedece & todas las reglas de la multiplicacién algébrica, salvo, en general, la ley
conmutativa (41).
(¢). Tenemos: v, (1891),
(fs) Tq = /(59)* = (Vq)?
y en virtud de la expresién de (54 — b):

Tq:\/ag—l—a%—ka%%—a%

yTVq=+/a]+ a3+ a3 =gsing

59. Producto de varios cuaternios— (a). Sea q1qa .. . . .. gn = ¢z €l producto de
n cuaternios cuyos tensores son aj,ag,...... ,an vV ag, Tespectivamente; se tiene:
1
—q1q2 ... .. dn = —-Qx;
1 a1
6 bien: "
a1
4243 - - - - - I = 5 -Ga (f23);
pasando del mismo modo los r primeros factores al segundo miembro, sale:
kg .. kq1
r+1 -+ qn — ﬁqﬂc ......... (1)
U 7
Si en lugar de pasar los r primeros factores pasamos los r ultimos, resulta:
kgp...... kqp_ri1
qiqa...... Gn—r = Gz. ; nortl oo (2)
an ...... Ap—r+1

1:kqn ...... kqlq'peroq—x:i
a2 o a2 kg
k. =kqr...... Gn = kgnkqn_1...... kqr....... (3)

az ...... a
kgL
n -« q1
Y si se trata de cuaternios rectangulares, tendremos:
a? a3 a3
ko (—a?) = S ar
w(=a) nvnonn e q v
6 sea: ) )
as ...... a
—kq, = — - q1
N oeeeenn q2
y analogamente:
(=D)"kqr = qn-Gn-1--- - Gleeeenenns (4)
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(c). Sean tres cuaternios rectangulares qi,qz2 y q3; observando que ¢1¢2 ¥ 21
son conjugados entre si, lo mismo que ¢3Vqi1q2 y Vqig2.¢g3 (relacion [4]), se tiene:

V.gsVaia2 = 3Vaiqe — Vqiqags (f22);
pero Vqig2 = qiq2 — Sq1q2 .. 2V.3V 12 = q3(q192 — Sq1q2) — (0192 — Sq142)q3 =
439192 — 4192493 = 939192 + Q19392 — 919293 — 414342,

6 bien:
2V.3Va1q2 = (301 — 193)q2 — q1(q2G3 — 4392),
1V, (1891), y finalmente:
e VigsVarg2 = 2501943 — 15¢2q3 - - - - - (5)
60. Parte escalar del producto de tres vectores.— (a). Multiplicando la relacién
(1) (57 — a) por Xy = x(c1i1 + c2i2 + c3i3), se obtiene:
as as a

agl . . . alp ag
Safy =cy .2 111213 + C ! 111319 + ¢
By 1'b2 b| 12T 2|y |z el

porque todos los demas términos del producto son vectores, y de consiguiente sus

partes escalares son nulas; esta expresion equivale &

ay; ag as
Saﬂ’y: bl bg b3 i1i2i3 ...... (2)
¢l C2 (3

(b). La determinante representa el volumen del paralelepipedo cuyas aristas
son iguales & «, 8 y ~; el factor iy,1i9,i3 corresponde & la unidad del volumen,
0 sea al cubo que tiene por aristas 4 i1, 19, € i3.

Llamando A la determinante anterior, también se obtiene:

ayp a2 as
S.avﬁ =|c1 €2 C3 il’igig == *Ail’igig == Ailig’ig = *A;
by b2 b3

de donde: volumen del paralelepipedo = +A. Por estas relaciones vemos que el sig-
no del volumen depende del producto de los vectores i1, 42 € i3; luego si se permu-
tan los factores de S.a37, el signo de este ultimo producto permanecera constante
siempre que los factores conserven el orden ciclico, y variara, por el contrario, en
el caso en que el referido orden se halle alterado.
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(c). El resultado anterior también puede obtenerse directamente. En efecto,
sean «, 3 y  tres vectores coiniciales como lo indica la figura; llamemos A el area
del paralelogramo OAA’B; 6 el angulo de « con el plano se a 'y 3; h = ¢c la
altura, y v el volumen del paralelepipedo; tendremos, conforme es sabido:

SValB.y=+5 Aceiy;
siendo €1 un vector unitario perpendicular al plano de « y §; pero

Se1yr = —cos(90° — ) = —sinf
S.SVaB.y = FAcsin b,

y como c.sinf = h, sale: 1V, (1891),
SVaB.y = FAh = Fuv pie 20
Ahora,
SVaf.y=S8.(af — Saf).y = S.apy,
de donde:
Safy=Fv...... (1)
(d). Si los tres vectores «, 3y 7 son coplanales, v = 0, y se tiene:
Safy=0...... (2)

relacion que expresa la condicién que deben llenar tres vectores para ser coplanales.

61. Aplicaciobes d la Geometria analitica.— (a). NOTACION Y LOCUCIONES
CONVENCIONALES. Para abreviar el lenguaje se emplea la locucién operar con
S X «a, operar con V X «, en vez de decir multiplicar por X« y tomar después
partes escalares 6 partes vectoriales; andlogas expresiones se usan con referencia
4 otros simbolos.

(b). Para mayor claridad, representaremos en lo que sigue los vectores co-
rrespondientes 4 puntos considerados fijos por las letras mayusculas del alfabeto
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comun, y & los tensores por las letras minisculas correspondientes; las letras
griegas, con sub-indices 6 sin ellos, se referiran, en general, & vectores variables.

(c). En vez de decir: el punto cuyo vector es A diremos simplemente: el punto
A, lo que equivale & representar vectores y puntos correspondientes por una misma
letra.

Por ltimo, la unidad empleada como sub-indice no indicard en adelante que
se trata de vectores unitarios, & menos que asi se exprese. Lascantidades variables
seran representadas por las letras z,y etc.

1.— Ecuacion de la recta

Sean O el origen de vectores, y A, A; dos puntos conocidos de una recta
indefinida X X’; otro punto cualquiera de la linea serd dado por la relacién.
y=A+z(A1—A)...... (1)
que es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A y Aj.
Si en lugar de conocer & A; se tiene la direccién de la linea, (1) asume la

forma:

en que B es un vector cualquiera paralelo a la recta.

Si reemplazamos en (2) & A por el vector Ay perpendicular & la recta, ten-
dremos:

v=Ay+zB
y operando con SAs, sale:
SvAs = SA% + xSAsB

pero SAsB = 0, por ser Ay perpendicular & B, de donde se tiene que (omitiendo
los sub-indices):
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es la ecuacién de una recta en términos de la perpendicular bajada & ella desde
el origen.

A esta ecuacion es necesario agregar, sin embargo, la condicién que determine
el plano de v y A, porque de otro modo 7 puede referirse en (3) 4 una cualquiera
de las perpendiculares que pueden bajarse al vector A en el punto A.

La ecuacién (3) equivale & esta otra:

—racosp = —a?
si por r indicamos el tensor de v, 6 sea:
rCos¢ =a
que es la ecuacién polar de la recta.

2.- Fcuacion de la recta que pasa por un punto determinado y es
perpendicular d otra recta dada

Sean A el punto fijo, A; el vector perpendicular & la linea que se busca, y B
un segmento de esta ultima; la ecuacion de la linea buscada es:

y=A+zB
y operando con SA;i: IV, (1891),
SyAy; = SAA; ... (4) pis 500
puesto que SBA; = 0 por ser B y Ay perpendiculares por hipdtesis.

Obsérvese que el simbolo directivo B de la linea buscada no aparece en la
ecuacién (4), lo cual proviene de no haberse fijado el plano de la figura como
yé hicimos notar con referencia 4 la ecuacion (3).

3.- Largo de la perpendicular bajada de un punto d una recta

De la ecuacion (3) se obtiene:

TA.SvA; = —(TA)?
de donde:

en que A; es el vector unitario correspondiente 4 A.

Observacion.- Para evitar la confusién que puede venir del uso del subfijo (1),
conviene & veces emplear la notacién de Hamilton, que consiste en anteponer la
letra u al simbolo de un vector, para indicar que se toma la unidad lineal de dicho
vector; segun esto, (5) se escribe:

TA=—-S~uA
4.— Ecuacion del plano

Sea A la perpendicular bajada & un plano desde el origen, y v un vector corre-
pondiente 4 un punto cualquiera del plano; la ecuacién de éste es evidentemente
la ecuacién (3) sin la condicién que limita el vector v & un plano dado, 6 sea:
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S~yA = A? =una constante. .. ... (3"
Esta ecuacion también puede escribirse:

ﬁ_SvA_Sv
A2 A2 A

en que A representa un vector indefinido perpendicular al plano.
5.- Ecuacién de un plano perpendicular @ una recta A y que pasa por un punto
B
La ecuacién del plano perpendicular 4 A es, como acabamos de ver:
SyA = A?
luego si B es un punto del plano, se debera tener:
SAB = A?
de donde:
SA(y—B)=0...... (8)
que es la ecuacion pedida. Esta ecuacion también se obtiene directamente asi:
llamando + un vector de un punto cualquiera del plano, es claro que v — B
estard situado en el plano, y serd, de consiguiente, perpendicular & A, de donde
resulta (8).
IV, (1891), 6.- Fcuacion de un plano que pasa por tres puntos dados
pie: 30T Sean A1, As y As los tres puntos dados, y v el vector de un punto cualquiera del
plano; recordando que por A; representamos también el vector que une el origen
con el punto Ay y asi para con los demads, se ve que los vectores v — Ay,v— As y
~ — As son coplanales, y de consiguiente (60 — d)
Sy —A)(y—A2)(v—A3) =0
ejecutando las multiplicaciones y operando con S, sale:
S.’Y(AlAQ + A1Az + A2A3) =5.A1A2A3
6 bien:
S’)’(VAlAQ +VAA3 + VA2A3) =S5.A1A2A3
Comparando esta expresiéon con (3’) vemos que VA1 Ay + VA As + V Ay A;
representa un vector perpendicular al plano.
7.— La ecuacién del plano también puede expresarse como sigue:
Sean v, A1, As y As cuatro vectores correspondientes & cuatro puntos del
plano; éste quedara determinado por las dos relaciones:
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miAr +moAo +msAs=~...... (a)
mi+meog+mg=1...... (b)

En efecto, cualquiera que sea -y, siempre serd posible unir sus extremidades
por medio de tres vectores no coplanales y paralelos respectivamente 4 A1, As y
As; los tensores de estos vectores expresados en términos de estos ultimos dardn
los coeficientes indeterminados m1,mo y ms.

Quedando satisfecha la relacién (a), la (b) se verifica necesariamente; para
probarlo unamos los puntos A1, As y A3 con el punto v del plano, y llamemos
B1, Bs y Bj los vectores asi obtenidos; tendremos:

m1(y + Bi1) +ma(y + B2) + m3(y+ Bs) =~
6 bien:

my By +maBay +m3Bz = (1 —my — my —mg3)y
recordando que Bj, By y Bs estan situados en el plano, podemos reemplazar el
primer miembro de esta igualdad por un vector también situado en el plano, que
representamos por mB, 4 sea:
mB = (1 —m1 —mg —m3)y
pero 7y es un vector situado fuera del plano, de donde (18 — b):
1—(m1—|—m2—|—m3) =0
que es la relacién (b).
8.— FEcuacion de la circunferencia

Sean A el vector del centro de la circunferencia; v el de un punto cualquiera
de ésta, y R el radio correspondiente. Se tiene:
v - A=R IV, (1891),

pag. 368

de donde:
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(y—A)? =R

y finalmente:
v? —28yA = R? — A% = a® — r? =una constante. ... .. (9)
que es la ecuacién buscada.
Si el centro es el origen, (9) asume la forma:

A2=R2= _p

y si se toma el origen en la circunferencia
28.yA = r?

haciendo Ty = y, esta ecuacion equivale &

y=2rcos¢ =0
que es la ecuacion polar de la circunferencia al tomarse el origen en la circunfe-
rencia, y un didmetro por linea inicial.

9.— Ecuacion de la tangente

Sea P el punto de la tangencia y v otro punto cualquiera de la tangente;
llamando 7 el vector comprendido entre dichos puntos y atendiendo & la demas
notacién en la figura, se obtiene:

A+ R+1=1
y operando con ST:
S.A T+ SRt + 72 = Sy1
pero R y 7 son perpendiculares por hipdtesis, luego S.RT =0y
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ST = S. AT + 72

Si llamamos P el vector de punto de tangencia y reemplazamos & 7 por su valor
v — P, sale:
SAP = S.Ai(y— P) + P?

que es la ecuacién buscada.

Trasladando el origen al centro, A1 =0y P = R, de donde: IV, (1891),
pég. 369

10.— Cluerda de los contactos

Tomemos el centro por origen, y sean P, P; (figura anterior) dos puntos de la
circunferencia, y A el vector del punto de encuentro de las tangentes en P y Pi;
llamando R y R; los vectores que unen el centro con P y Pj, se tiene para un
punto cualquiera de la cuerda que pasa por Py Pi:

v=R+z(R; — R)
y operando con SA:
SvA =S.RA+2S.(Ri — R)A

pero S.R1A = S.RA = R?, por ser A un punto comin & ambas tangentes (10),
de donde:

S(Ri—R)A=0...... (a)
y S4A=SRA=R?...(11)

la ecuacién (11) es, pues, la ecuacién buscada; la a) nos dice que la cuerda es
perpendicular & la linea que une el centro con la interseccion de las tangentes.

11.— Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos P y Py de una circunferencia
de radio v y cuyo vector del centro es A
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La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos P y Pi, es, en general:
y=P+ax(PL—P)...... (a)
y como P y Pj pertenecen & la circunferencia, se tiene:

P? —25PA+ A*=R* = —r?
P} —2SPIA+ A? = R} = —r?

de donde:
2 2 _ p2
S.PA— A“’%
2 2 _ p2
spa= AR
9
operando sobre (a) con SA, sale:
SyA =SPA+azS(PL—P)A...... (b)

6 bien:
SvA =SPA+xSPIA— SPA

y sustituyendo los valores de SPA y SP1 A, se tiene:
A%+ P2 R? n P — p?
x

SyA = 5 (12)
que es la ecuacion pedida.
Haciendo TP = TPy, la ecuacién (12) se reduce &
SvA =SPA
Comparando esta expresion con la (b), se obtiene en tal caso:
S(PL—P)A=0
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lo que nos dice que la cuerda es perpendicular & la linea A.
12.— Cluerda comin d dos circunferencias
Si en el ejemplo anterior suponemos otra circunferencia de radio ry, y lla-
mamos A; el vector de su centro, se tendrd, suponiendo que P y P; sean los
puntos en que se cortan las dos circunferencias:
25.yA; = A2 + P? — R? + z(P? — P?)
y comparandola con la (12):
28 y(A—A)=A2 - A2+ RI-R?...... (13)
que es la ecuacion de la cuerda comtn & las dos circunferencias.
Trasladando el origen 4 A1, sale:
29vA = A2+ R?2 — R2 =712 — (a®> +71})....(13)
13.- Lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano, sujeto d la v, (1s91),
condicion de tener constante la razon de sus distancias d dos puntos fijos pie
Sean O y A; los dos puntos fijos, y sean A el vector que los une; llamemos ~y
la distancia de una posicién cualquiera del punto mévil, con referencia al punto
O tomado por origen, y sea ¢ su distancia al otro punto Aj; tendremos:

0]
Y= Al = 57
y2 —2SA1y+ A3 =462, (a)
. . T
Pero segtin las condiciones del problema, T = n =una constante; de donde:
62 = n?42, y sustirtuyendo en (a) resulta:
2 A2
2 SApy=——"L_ ... b
7T 2o 1 —n? (®)

lo que nos dice que el lugar geométrico buscado es una circunferencia (8 — Ec. 9).

Para hallar el valor del radio r llamamemos A = xA; el vector del centro; la v, so),
pag. 4
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ecuacién (9) nos da:
V2 —2wS~yA; = R2 — 2243 ... ... (c)

y comparédndola con (b) se obtiene:
2 = 2544 A2 _

= 2xS.~yA 22242,
2 12 xSyA + R® — x* A7 (d)

pero (b) y (c¢) son dos ecuaciones del segundo grado con relacién 4 una misma

incégnita, que es Ty; luego si llamamos y é ' las dos raices, tendremos:

A2
yy/:_l 12:R2—:c2A%
-n
de donde: 2
2 _ 242 1
R =2 A7 — T
sustituyendo este valor en (d), sale:
1 n?
— R?= — A2
T Y (1—n2)27t
6 sea: .
r= 112 aig

En el caso de n = 1 se tiene r = 0o y el lugar geométrico es una recta, como
también se ve por la ecuacién 25.yA; = A2, deducidad de (b).

14.- Si en el ejemplo anterior unimos un punto P de la circunferencia con
las dos extremidades del didmetro que pasa por O, y llamamos p uno de estos
vectores, como se ve en la figura, se tendra:

p=x(l—n)A; —~; pero Ay =~v—9
.'.p:x(l—n).('y—é)—’y:;’(l—n)'y—x(l—n)é—'y
yp={z(l—n)— 1};71 — (1 — nd.6y)

en que y; y 61 son unidades vectoriales, y d = T'§; poniendo Ty = ¢, la relacion
anterior da, finalmente:

p= —Ccfd(% + 1)
lo que nos dice que p es la bisectriz del dangulo OPA;
15.- Lugar geométrico de la interseccion de las diagonales de los rombos que
pueden construirse sobre una recta fija de largo invariable.
Sean A la recta dada y B el otro lado no paralelo 4 A, de uno cualquiera de

los rombos; tomando una de las extremidades de A por origen, se tiene:
A+ B
=7

2

de donde:

V- 15.4B =142
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6 bien:
Y- SvyA=0
que es la ecuacién de una circunferencia cuyo radio es 3 V,(1891),

.. . . . . pag. 5
16.— Ecuacion del eje radical de dos circunferencias

Sea la notacion como lo indica la figura; siendo el eje radical el lugar geométri-
co de los puntos de interseccién de tangentes iguales, tendremos con referencia
4 un punto cualquiera P:

B=T3=m—7)’=@—7)7" ... (1)
de donde:
pi =281y +9% = p3 — 2S.p2y + 92
6 bien:
25~(p2 —p1) =p3—p3...... (2)

perops —p1=—Ri+D1+Ry y pp=A2+Ry y pr=A1+R;
.289(=Ri + DiRs) = (A2 + R2)* — (A1 + R1)?

y desarrollando:
25.vD1 + 25 yRy — 25 vRy = A% +25. ARy + R% — A% —2S.A1Ry — R%
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6 bien sea:

2S8.Ro(y — A2) + 2SR (A1 — ) +2S.yDy = A3 + R3 — A3 — R?
v 25.Rovo — 25.R1v1 + 25.vD, = A% + R% — A% — R%

de donde (E¢,10) :
2R} — 2R? +2S.yDy = A3 + R} — A? — R?

y finalmente:

284Dy = A3 - A3+ R?-R}...... (14)
Si el origen es Aj, esta ecuacién de convierte en
284Dy =D} + R} —R3=...... (15)

(14) y (15) son las ecuaciones del eje radical; ellas corresponden como se ve
4 la ecuacién de una recta perpendicular & la linea que unen los centros, porque
tomando dos valores cualesquiera de 7, como vy ' (14) 6 (15) dan:

S.Di(y—~)=0

lo que dice que el eje radical es perpendicular & D;.

Para hallar el punto de encuentro de dicho eje con la linea de los centros,
hagamos A\M = B1 y MA = B, 6 sea: Dy = By + B3, vy tendremos para el caso
deyy =By yvy=—-By (Ec. 15):

QS.Bl(Bl + Bz) = D% + R% — R% ...... (a)
2S5.By(B1 + By) = D} — R? + R3....(b)

de donde:

0 sea:
b —b3=r2—1r2...... (c)
que es la propiedad del eje radical que suele darse como definicién del mismo.
Haciendo By =n1 D1 y By = noD1, se tiene:

_ DI+ R} —R3

e D2
ny — L= B3 — D}
2D?

y elevando estas expresiones al cuadrado y tomando las diferencias entre ambos
cuadrados se obtiene nuevamente & (c).
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Comparando la ecuacién (15) con (13") se ve que en el caso en que las dos
circunferencias se intersecten, el eje radical pasa por los puntos de encuentro; por
esta razon se llama también & dicho eje secante comain.

17.- Los ejes radicales de tres circunferencias concurren en mismo punto.

Si en la figura anterior suponemos que O sea el centro de una tercera circun-
ferencia de radio 19, y llamamos €1,€9 y €3 los tres ejes radicales, tendremos:

Ecuacién de ey = 2S.yDy = Ag — A3+ R —R3...... (a)
7 g9 = 25’)/141 = A% + R% — R%
Y = 25dy = B4+ RS- B3

b

Si 1 es el vector de punto de encuentro de €1 y &9, sale:
28.41(D1 + Ay) = A2+ R3 — R2
por donde vemos que 7, satisface & (c¢), 6 sea que los tres ejes concurren en un
mismo punto llamando centro radical con respecto & las circunferencias.
18.- El lugar geométrico del punto de interseccion de las tangentes d una

circunferencia en las extremidades de las cuerdas que pasan por un punto fijo es
la polar de dicho punto.

En efecto, llamando P el punto fijo y v y 71 los vectores de los puntos de
interseccién de dos pares de tangentes, se tiene (Fc. 11):
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S.Py=R%*...... (a)
SPy =R*...... (b)
de donde:
SP(y—m)=0...... (c)

lo que nos dice que la linea que pasa por los puntos de interseccién de las tangentes
es perpendicular al radio que pasa por P.

Si suponemos en (a) que vy P coincidan en direccién, y llamamos [ la longitud

de v = OQ), se tiene:
pl=r%......... (d)

Esta relacién junto con la (¢) corresponden asi 4 la definicién de la polar del
punto P.

Si suponemos & P variable y & v constante, el punto P describe la polar del
punto correspondiente & 7y, y como 7y puede ser cualquiera, se sigue que las polares
de todos los puntos de una recta pasan por un mismo punto, que es el polo de la
recta.

19.— Figura inversa

Si v es un vector variable de un lugar geométrico que llamaremos ¢, y xy = /'
el vector de un punto P de v tal que se tenga vy = —p = — una contante,
entonces ¢ y ¢, lugar geométrico de P, se llaman figuras inversas; el origen de
vectores es el centro de inversién y la constante p recibe el nombre de potencia.

La figura inversa de una circunferencia es otra circunferencia ¢ una recta,
segun que el centro de inversion esté fuera de la circunferencia ¢ en ella.- Sea
una circunferencia C' de radio r; A el vector del centro de la misma, v; un vector
cualquiera de la figura inversa, C7 y p la potencia; la ecuacion de C es:

72 —2S~yA = R? — A?

sustituyendo el valor de v = —B, sale:
2 A

P ops = —R2- A2

M Y1
y operando con v3:

p? +2PSyA=~3R?— A%) ... ... (a)
0 sea: )
2p p
2 _
KR e Py e

luego C1 es una circunferencia.
llamando A1 = x A el vector del centro de C y 71 su radio, se saca:
b

xr = =
R2_A2 a2 —r2
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y si r es el radio del punto de contacto de la tangente trazada & C' desde el origen
y t dicha tangente, tendremos:

_ P
T =0
Sustituyendo este valor de x en la expresién
) ) i p? P
Ri=eArmop=pte
se tiene: ) ) )
2_ D" o P Do 2
, T
6 sea:
p
ry = :I:t—2.r

28mA=—p...... (b)
y haciendo 3 = A1, y A son colineales, resulta:
2A1A=—p...... (c)

De (b) también se tiene:
S.A(m =) =
(b) y (d) nos dicen que estando el origen en la circunferencia, la figura inversa
de C es una recta perpendicular & la linea que une el origen con el centro; la
ecuacion C' da la distancia del origen al pie de dicha perpendicular.
20.- Secciones conicas
Estas, como se sabe, pueden definirse:

D
| _zA P il
Ay / p /
/ // o
o o/ 17
A C F @) Fy
Dl

diciendo que son el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano sujeto
4 la condicién que sea constante la razon de sus distancias 4 un punto y 4 una
linea fijos.

Segun esto, sean como en la figura, DD’ la directriz, F' el foco y ¢ la excen-
tricidad de la cénica; la figura nos da, con referencia al punto P:
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Ail+a—xzA1 =7y
y operando con S.A;

T
pero segun la definicién de la curva, — = - €; de donde: xz = T’y; susti-
ai Traq

tuyendo este valor en (a) sale:
arTy = (S. A1y — A?).e
y elevando al cuadrado:
ai(Ty)* = (S.Ay — A})*.€?
0 sea:
A2 = (S Ay — AD2.2. . (b)
que es la ecuacién de la elipse 6 de la hipérbola, segiin que € sea mayor 6 menor
que la unidad, y la de la parabola si e = 1.

Estas ecuaciones también puede obtenerse directamente; si volvemos 4 la figu-
ra y suponemos, por ejemplo, que P pertenezca & una elipse, tendremos, de con-
formidad con una propiedad bien conocida de esta curva, y llamando 2a el eje
mayor:

Tp+Tpr=/—p*>+/—pi =2a
y reemplazando los valores: p = v+ F y p1 = v — F), resulta:
VO R+~ - F) =2

de donde:
—(v+ F?) =4a® —da\/—(y - F)? = (y = F)?
y desarrollando sale:
S.Fy+a?=ay/—(y— F)2
elevando al cuadrado, se obtiene:
S.Fy+ a* = —a2(72 + F2)

pero a’F? = —¢?

a*, porque - = ¢
(S.F'y)g—i— a?yt = —at(1—-¢?)...... (c)

que es la ecuacion de la elipse, siendo el centro el origen de vectores.

Llamando b el semieje menor, y haciendo en (¢) v = b, sale:

b2 =a?(1 —&?)
Si hacemos en (b) v = nA; se tiene:
n?af = (nA? — A)2.e2 = (n — 1)2.4:¢2

de donde:
—£ €

::I: —1 = 5 =
n em—1)yn 0" =T
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€
luego 1 M o5 el tensor del vector F C; llamando p este ntimero, se tiene:
€
Eaq
+f=a= + ae
ptf 1+¢
de donde, para la elipse:
a(l —¢&?)
) = ——=

De analogo modo se deducen las demzigs relaciones entre los elementos de la

elipse 6 los de las otras cénicas.
21.— Ecuacion de la esfera

Comparando la ecuacién (3) con la (3') vemos que las ecuaciones del plano
y de la recta tienen identica forma; la diferencia consiste en que en la de esta
ultima los vectores no estan sujetos & la condicién de permanecer en un plano
dado, no existiendo esta restriccion al tratarse de la ecuacion del plano.

Lo mismo se verifica con respecto & la circunferencia y a la esfera, de modo
que la ecuacién de ésta es:

72 —28. Ay = R? — A?

en la cual los vectores no estan sujetos & la condicién de ser coplanales, como
sucede en el caso de la circunferencia. De esto se desprende que la ecuacién

S~AR = R?
también representa el plano tangente & la esfera de radio r, y la
SyA=R?

el plano de los contactos (Ec. 11)

En general, podemos generalizar las relaciones obtenidas para la circunferen-
cia al caso de la esfera; asi, la ecuacién (d) del ejercicio 18 nos dice que el radio
de una esfera es un medio proporcional entre las distancias del centro al polo y
al plano polar; segun el ejercicio 17 vemos que los planos radicales de tres esferas
pasan por una misma linea; y segun el 19, que la figura inversa de una esfera es
otra esfera ¢ un plano etc.

Con los ejercicios que preceden, el estudiante podra familiarizarse con los
métodos elementales del calculo de los cuaternios, y facil le serd extender las
aplicaciones & casos mas complicados.

62.- Daremos fin 4 nuestra tarea con el siguiente ejemplo de la aplicacion de
los vectores & la Estatica.

Sean dos fuerzas asimiladas & los dos vectores F'y —F', y llamemos ademas
A el vector del punto de aplicacién de la primera con referencia al punto de
aplicacién de la segunda tomando por origen, y ¢ el dngulo comprendido entre
una de las fuerzas y A.
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Sabemos que la accién ejercida sobre un cuerpo por un par de fuerzas parale-
las, de una misma intensidad y de opuestas direcciones, depende unicamente del
momento del par, del plano en que se hallan situadas las fuerzas que lo compo-
nen, y de la direccion del movimiento que dichas fuerzas tienden & imprimir al
cuerpo. Ahora bien, la expresion £V AF = +T A.TF sin ¢.€1 encierra los tres ele-
mentos que acabamos de indicar; en efecto, el tensor de VAF, 6 sea T A.TF sin ¢
equivalen al momento del par;

el vector unitario €1 da el eje del plano, y los signos se establecen como es sabido,
con arreglo & la convencién que se adopte aceca de la direccién del movimiento.

De lo expuesto se ve que los pares pueden ser representados por medio de
vectores; una vez asimilados aquéllos & éstos, la composicion y descomposicién de
los primeros se reducen & una suma vectorial, de modo que un sistema de pares
en equilibrio puede representarse por medio de un poligono cerrado, plano 6 no,
cuyos lados son los vectores representativos de los pares. (V. Rankine, Applied
Mechanics.) PEDRO J. SOSA.

Panama, Diciembre 25 de 1889.
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