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Se deduce un conjunto de férmulas analiticas y de relaciones de recurrencia para evaluar
algunas integrales Utiles en fisica atomica. Las integrales estin relacionadas con la funcién gamma

incompleta.
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Abstract

A set of analytic formulae and recurrence relations are derived to evaluate some integrals used in
atomic physics. The integrals are related with the incomplete gamma function.
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1. Introduccion

Para estudiar la estructura atémica se utilizan de ma-
nera convencional la teoria de perturbaciones y el méto-
do variacional (Brandsden y Joachain 1983). En ausencia
de campos externos, el hamiltoniano no relativista del ato-
mo esta conformado por la contribucion debida a la ener-
gia cinética de las particulas y por la energia potencial
originada en la interaccion de Coulomb entre las particu-
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las cargadas que conforman el atomo (protones y electro-
nes).

Los 4tomos maés sencillos son los hidrogenoides (un
electrdn) y los pertenecientes a la sucesidn isoelectroénica
del helio (dos electrones). En estos ultimos interviene la
repulsion interelectronica, la cual se puede desarrollar en
una serie que incluye contribuciones de la forma

1 [rNo1 N, =012,
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donde ¢ designa el momentum angulas-orbital, y 7y y 1,
son las distancias del electrén 1 y del electr6n 2 al nidcleo
atdinico, respectivamente,

Las funciones de onda que describen ef estado’fnecinico
cudntico de un 4lomo se construyen ffecuemeﬂ'lente en
términos de orbitales con una parte radial rfexp (—a r),
donde k es un nudmero. entero, a es un fdimero real y r
designa la distancia del electrén al micleo atémico. Para
determinar la estructura electrénica del dtomo se necesitan
evaluar elementos matriciales de operadores, por ejemplo,
los asociados con las potencias (posilivas y negativas) de la
distancia electrén-micleo, r, n=0,£ 1,12, ...,

El objeto de la presente contribucion es deducir algunas
relaciones (tiles para la evaluacidn de elementos
maltriciales en problemas de estructura atémica. Se
estudiaran las funciones K, (a, x) y J, (b, a, x) definidas
por las siguientes igualdades

X
J uexpl(—awdu:=
ga e

- expl-ax) K (a, 1),

X
J exp(-bw) u” K (a,u) du :=
4

)

(4]
—exp(-bx) 1, (bax), @

a#0, Cb-—-ﬂngzca’

nr=0 1, +2 +3, ...,

donde a y b son pardmetros reales, y el signo de un mimero
real (digamos, a) se determina por la relacién

0 sia=0. (3)
-1 sia<0

+1 sia>0
z;a =

El limite inferior en {1} y en (2} se ha especificado
como L, +, de tal modo que las exponenciales exp (- a i)
y exp{-bu) en los integrandos garantizan la
convergencia de las integrales. Con la elecci6n de Lo
como lfmite inferior s¢ eliminan ambigiedades en la
conslante aditiva de integracion, ya que se establece asf,
para valores negativos de a, 1a conexitn entre K (a, x) y la

funci6n integral exponencial Ei(- 4 x). Enel casode a =0
imerpretamos (1) y {2) como integrales indefinidas.

Frecuentemenle, en problemas pricticos, €s necesario
calcular las integrales (1) y (2) con limites diferentes a los
indicados en estas relaciones, para lo cual es suficiente
aplicar la siguiente identidad a las funciones K (a, x) y
Jr (b a, x):

x| ] X0
j fuydu= I fu) du - J’ JGo du . (4)
] Lae Lgo

Nétese que la integral (1) estd conectada con la funcitn
ganuna incompleta (ver apéndice A).

2. Forma explicita de las funciones K (a, x) , n entero

Para valores positivos de n la definicién (1) y la férmula
2.321.2 de (Gradshteyn y Ryzhik 1965, pg. 92) implican
que K,{a,x) es un polinomio con las siguientes
propiedades:

K,la, x)= Tl’ ﬁ om @x)™, n=0, a=0, (5a)

Kp(a,00= 2y, 120, a#0, (5b)
K,,(O,x)=—n+l_1x"+l, n>0, a=0. (5¢)

En el caso de valores negativos de n hacemos en (1) la
substitucion 7 — —n vy para g #0 empleamos la {érmula
2.324.2 de (Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 92). De esta
manera obteneinos las siguientes relaciones:

(-a*~1|2a! (-1-m)

Koo 9= [m=l (—ax)i—m
-exp(ax)[-‘,i[—ax]], nzl, a0 (6a)
K_ l[(}, x]=~— Inx, {6h)
K-H(O‘x)=n—lf;anl" n22, (60)
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Figura 1. Comportamiento de las funciones
K,(1,y) para algunos valores positivos de n.
Ko(l,y) es constante y no se incluye en la
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Figura 2. Funciones K, (1,y) para algunos
valores negativos de n. Como las funciones son
singulares en y = 0, la figura superior muestra el
comportamiento para y > 0 y lainferior el de y < 0.

donde Ei(~ a x) es la funcioén integral exponencial. En (6a)
se sobreentiende que si ¢l limite superior de la suma es
menor que el limite inferior, entonces la suma es cero.

De las relaciones (5) y (6) se deducen las propiedades
siguientes:

=_1
K,,(a,x)-mK,,(l,ax), nz0, a#0, (7a)

K_,,(a,x]:a”—ll(_n(l,ax). n>1, az0. (7b)

En el apéndice se indica la forma explicita de las funciones
K,(1,y) para los primeros valores de  y en las figuras 1 y
2 se muestra su comportamiento. Se observa que paran < 1
las funciones K,,(1,y)} son singulares en el origen, y = 0.

3. Propiedades de la funcién Ei(- a x)

Para un nimero complejo z, la funcion integral exponencial
Ei [—a x] se define por la relacion (Abramowitz y Stegun
1964; Lebedew 1973; Magnus y otros 1966)
Ei(-4)=-E ()
(8a)

:=—I ﬂj%t—)afﬁ', |Arg(-)| <,
4

=~,+lnz+k.f,1 ﬁ(—z)k, IArg(—z)|<1|:, (8b)

donde la trayectoria de integracidn en (8a) excluye el
origen y no cruza el eje real negativo. El desarrollo (8b) es
vélido también en cada punto del eje real positivo, z = x >
0, esto es,

Fi (- x) =~ E; (x)
)
=v+inx+ £ ghr(-vk sixs0

La funcién Fi (.. x] es univaluada en el plano complejo
Z con una rama a lo largo del eje real negativo.
Continuacién analftica conduce a la funcién
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Ei(x) = E*(x)
(10a)
:=_j cng—t) de, x>0
-x
=y +inx+ 5; AIT k >0, (10b)

donde € ilegrando en (10a) tiene una singutaridaden ¢ =0
y la integral se interpreta como el valor principal de Cauchy
(Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 925, Magnus y otros
1966, pg. 342). En las expresiones anteriores, ¥ =
0.5772156649015325... es la constante de Euler, Arg z
designa ¢l argumento del nimero complejo z, y son vilidas
las siguientes relaciones:

z=|z|exp(i¢], 0=Argz, -m<Argzs<m,

Argz¥=-Argz, Inz =ln|z|+iArgz. |Argz|<1t-

El asterisco en z* significa complejo conjugado, pero en
E*(x] es una notacién que designa el valor principal de
Cauchy,

Si elegimos z=—x+;0, —z=x¥i0, la funcién
Ei(~z) =~ E, {z) toma por encima y por debajo del eje real
los valores,

Li(x#i0)=-E (- x+i0)
(1)

- 1 4, jtin six>0
y+ln[t;tx]+ kk'x +{0, 6 x<0.

Por lo tanto, Ia definicién de Ei(z) a lo largo del eje real
positivo conduce a las relaciones (Abramowitz y Stegun
1964, 5.1.7, pg. 228; Magnus y otros 1966, pg. 343)

Ei(xi0)=-E, (-x£i0)

(12)
=E*[x]:1:r'n, si x>0,
Ei{x}=r;*(x]=-%[ﬁ1(-x+f0}+13[(-x-i0]]
='y+lnx+k§[ﬁ!—xk. x>0. (13)

En este punto es relevante transcribir la [6rmula 6.221
de (Gradshieyn y Ryzhik 1965, pg. 641):

r _ 1- ex;; (o}
Ei{ou) dr =x Eifoux) + — (14)
0

Por lo tanto, para cualquier real &, positive o negativo, se
cumplen las siguientes relaciones:

dEi [ax) exp(a 1), __Z__)

Para terminar esta seccién es de anotar que, para valores
reales del argumento de la funcién integral exponencial, las
definiciones (8a) y (10a) se pueden agrupar de manera
formal ¢n una sola relaciéu como sigue:

Lexplax). (19

Ei{_(iy))hj D g siy>0.  (6)
ty

Con base en esta expresitn se deterina la conexién que
existe entre las funciones Ei(- ax) y K_(a, x) . Para esto,
en (1) hacemos n = -1, empleamos el cambio de variables
t=an= ga|a|u y escribimos x en la forma x = Cxlxl- de
tal manera que la expresion resullante se puede escribir
como

exp(—ax)K_ l[a, x]:J %exp( —)di.
Ca Cxl“”xl

Como {_{ =+ 1, la comparacién de la expresion anterior
con (16), conduce a la expresion

K_(a x)=—explax) Ei (— a x] . (17a)

que concuerda con (6a) y que es vilida para mimeros reales
arbitrarios @ y x (@ # 0, x # 0). Por otro lado, (17a) y (1)
conllevan a la representacion

X
Ei (-— a x] = I EEL(;%Q_Q du. (17b)
Ca

Para finalizar esta seccidn se anota que, en aplicaciones a
problemas de estructura alémica, tanto ¢ como x son
cantidades posilivas: el pardmetro a estd asociado con el
exponente que acompaiia la exponencial en la funcion de
onda, mientras que X es la coordenada radial.
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4. Relaciones de recurrencia para K,,(a, x]

En diferentes circunstancias, en especial en célculos
numéricos, para determinar las funciones K fa, x) es
preferible utilizar relaciones de recurrencia, las cuales se
obtienen integrando por partes la ecuacién (1). Al tener en
cuenta los limiles de inlegracién y con base en las
expresiones (Bronsiein y Seinendajew 1972)

J un exp[~ au] du =

—%u"exp(—au]+%[u"‘lexp(—au]du, nx1,

ju‘"exp[—au] du=- nl 1 [u‘ (n- l)exp(— au]
+a J’ u-(n- “exp[— au]du nz2,

se obtiene para a # (-

Kq{a, x]=%x"+%l(,,_l[a,x], nzl.  (18a)
Kefe.x)=1. (18b)
K {a, x]=—n%[x”“—aK"+l(a, _r]], n<-2, (19a)

K_ ((a. x)=-exp(ax) Ei{-a1). (19b)

Las ecuaciones (17a) y (18) conforman dos conjuntos
disyuntos de relaciones de recurrencia. L.as primeras son
vilidas para enteros positivos, incloyendo cero, mientras
que las segundas se cainplen para enteros negalivos.

5. Determinacion de las funciones J ol a, x)

Para nimeros enteros r y 1, positivos o negativos, ¥y para
parametros reales a y b lales que Cpoa=8p=04 las
funciones 1, (b, a, x)} se definen a través de la relacion

(2). El objetivo de esta seccion es deducir propiedades de
estas funciones

En primer fugar es de anotar la validez de la relaci6n

Jr.n(b’ a, X]+J,,_,{b. b-a, x):

@0
K {b-a 1)K fa x)

Para demostrar esta identidad se sustituye (1) en (2), se
define la funcién auxiliar

g, v} :=exp(- a v) V" exp(— b-a) u] ur, (21)

y se obtiene

X u
exp(~-bx)], (b a x)= J du J' dv g(u, v)
c.ba had g

X X
= J dv j die g(u, v), (22)
ga had v

donde la iltima igualdad surge de intercambiar el orden de
integracién. Para que la inlegracion sobre u, al lado derecho
de la primera igualdad (22), est€ bien definida, es necesario
exigir que los signos de los pardmetros a y b sean tales que
b - a={q - La integral sobre u, a la derecha de la tltima
igualdad (22), se realiza de manera inmediata combinando
(1) y (4), para originar la relacién

X
J' u "exp(—(b—a)u]du:
v

—exp(— (b-a) x) K ,(b-a, x] +exp{— (b-a) u]K,(b—a, u)

La demostracién de (20) termina utilizando 1a definicién
(2), aplicada ahora a ia funcién J , (b, b~a, x).

Sin20,K,(a, x) es el polinomio (5a), y por lo tanto

Jrnba, x)=
(23)

n! & 1
) m);’o i " Ky kb0, n20,

para coalquier entero r, positivo o negativo.

Sin £ -1, hacemos en (2) el cambio n—-n y
sustituimos (6a) en la expresion resultante, para obtener

(_a)n—l—r

J - "(b, a, x)= —(n—:'l)'— x
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acl (a-1-m)
[m =1 (- a)n —-m—-7r K_ {(n—m-r (b' X) (24
+(—a) explbx) Fi,(b, a, x)] nx1
donde introdujitnos la funcion auxiliar
Fi ,{b, a, x] =
(25)

X
J dun® exp(— b-a) u] Ei (— a n].

a

I'Cll[Cl'O, cb_a=cb=ca.

Al sustituir al lado izquierdo de la ecuacién (2) las
relaciones de recurrencia (18) y (19) se obtienen {6rmulas
que relacionan diferentes funciones J,. (b, a, x) :

Jr.,‘(b, a, X] - % Jr,n— l(b’ a, X.) =
(26a)

Lk, {0 x), n=21,

T bs a,x)- Ty (b a.x)=
(26b)
—#TK,._,_H_'_I[I),X], n<-2.

6. Determinacién de las funciones Fi ,{b, a, x)

Fn el caso de r =0, la definicion (25) conduce al resultado

Fig(b. a, x] = o

= [Ei(- 03] - exp[- (b-a) x)Ei(-ax]| b=a

donde, para garantizar consistencia entre la definicién (25)
de la funcién Fi ,{b. a, x] y las relaciones de recurrencia
gue se deducen posteriormente, con relacién al resultado
que proporciona Mathematica y a 1a férmula 5.231.2 de
(Gradshteyn y Ryzhik 1963, pg. 632), hemos suprimido al
lado derecho un sumando - In (b/a) / (b — a) - Ahora bien,
si b=a, por aplicacion de la regla de L’ Hospital obtenemos

Figa, a,x]:f dxEi(-ax)
ga hed
(28)

=in{-ax)+%exp(-ax],

resultado que coincide con la férmula 6.221 de (Gradshieyn
y Ryzhik 1965, pg. 640), excepto por la eleccién del i(mite
inferior de integracion.

En ¢l caso de r 21 hacemos directamente en (25) una
imegracién por partes. Si r<-1, hacemos de manera
provisional en (25) el cambio r — - r, efectuamos una
integracion por partes y finalmente reconstruimos el r
original mediante la substitucién r — - r . De esta manera,
para todo entero r, positivo o negativo, oblenemos

Fi ,{b, a, x] = Gi,(b, a, x)
(29)
- exp(— b-a) x] K,{b —a, x] i [—- a x),

donde definimos la cantidad auxiliar (r entero, positivo o
negativo)

X
Gi,_[b, a, x] = J % K,(b —-a, u) exp{~ b u] du. (G0

/]

En particular,

Giglb, a, x) =~ bl—a exp{- b x} K_ (b, x)
an
=5 i-Ei(-bax) b2a

7. Evaluacion de las funciones Gi ,{b, a, x}

Si r = 0, entonces Kb -a, x] es un polinomio que se
deduce de (5a) por la sustitucién a — b —a . Al reempiazar
K ,{b -a, x] en (29) se consigue la expresién

Gi {b, a. x} =~ exp{- b x) (b——;;’_"T x
(32)
,

R Lo-0mk, 0.

Por otro lado, si usamos (18) y la definicién (30),
deducimos la relacidn de recurrencia
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Gi ,{b, a, _x] =— bl_a exp(— b x] K,_ 1(b, x)

(33)
+ 5= Gi,_yfpax) 21,
que se inicia con
Gig{b, a, )= 54— Ei[- b x). (34)

En el caso de r £ — 2, sustituimos la relacion (19a) en
(30). De esta manera se obliene 1a relacién de recurrencia

Gi ,(b. a, x) =_1_ exp(— b x] Kr[b, x]

r+1
(35)
+(b-a)Gi,, l(b, a, x] , rs-2,
que se inicia evaluando la funcion
X
Gi_(b.a,x):= J 1K (b - a. u)exp(- b u) du

Ca °°

(36)

X
=_J rlt-exp[—au]Ei(— - u}du.

a

Esta integral se estudiard en mayor detalle en 1a seccion 9.

8. Relacién de recurrencia para Fi ,{b, a, Jc)

Se combinan (29), (18a) y (33), al igual que (29}, (19a) y
(35). Por lo tanto, ara r 2 1 se cumple

Fi,(b, a,x]=—~b—%-a exp{—bx}x

explax)x"Ei(-ax)+K,_ (b, x) (37

+paFio(bay) r21,

Ia cual se inicia con Fi o(b, a, x], dada por (27). Para r £ -2,
$e encuenira

Fi (b, a, x] =exp{- b x) }Tll' x

exp{a x) x"+ 1 Ei(-ax) + K, (b, x) (38)

b_fll Fi, ,(ba.x) rs-2,

+__...
T+

la cual se inicia con (ver 25)

Fi_ l(b, a, x] =

(39)
X
J 71; exp(— (b-a) u)Ei{-a u)du.
a (- -
9. Otras relaciones Gtiles
De (17a) y (25), con r=—1 y g —» b — a, obienemos
Fi_y(b,b-a,%)=-Gi_(b,a.4). 40

Similarmente, con ayuda de la identidad que resulta de
calcular la derivada con respecto a x de! producto de las
funciones Ei [—(b-—a) x] Ei (—ax]. se encuentra la
siguiente identidad (til para control numérico:

Fi_ [(b. a, x] +Fi_ l[b- b-a, x] =
(4D
Ei(- (0 -a) 1) Ei(-a ).

En virtud de las relaciones (40) y (41) la cantidad
fundamental que se debe determinar es la integral

Fi_ (b, a, x), definida en (39), Ia cual se puede realizar
numéticamente.

En este punto es de anotar la relacion
Fi_y{b.a,x)=Ei(- (b~ a) 1) Ei(-ax)+ L{b.a, 1), 42)

donde definimos la funcién auxiliar
Qb -a®
L [b, a, x] = % Ei (- i +a) x] du, (43)
b-a

que requiere también evaluacion numérica. Para demostrar
(42) se parte de la ecuaci6n (27) sustituyendo Fig(b, a, x
por la integral (25), con r = 0. A lado y lado de la expresion
resultante integramos con respecto @ f:=b-g entre los
limites inferior y superior B y {p oo, respectivamente. Al
tener en cuenta la represemaci(?n de la luncion integral

exponencial Ei(— B x) (ver 16) se obtiene el resullado
descado, (42).
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Por comparacion de las ecuaciones (41) y (42), al
emplear (40), se deduce la igualdad

L{b,a,x)=Gi_ (b, a,5). (44)

Por evaluacién numérica de Fi_ l(b, a, x|, Gi_ l(b,— a, x} y
de L (b. a, x} se verifico la validez de tas ecuaciones (42) y
(44). La integracidn numnérica se realizé empleado el
programa Mathematica (Wollram 1991).

Un desarrollo en series de la funcion Gi_ l[b, a, x] se
deduce combinandv la definicion (36) con 1a expresién

Ei (— h-a) u] =Y+ ]“(Cb —ab-a)§, u)
(45)
+ ks:jl rlicT (— (b-a) u}k,

que se obticne por combinacion de las ecuaciones (9) y
(13). Por lo tanlo, al tener en cuenta (17b) y hacer un
camnbio de fndice de swma, se puede escribir

Gi_ l[b’ d, X] -

_.['y + ll(Cb—a (b—a}]} Ei(-ax)+M(a, x) (46)
[__ - a))n +1 :
+ exp[— a 1] ngo ——(;3;2— il K ,,[a, x),
donde definimos
Mg, x):= - J;; :m 1 exp(-au) l:{tu u) du 47

Al emplear (5a) en (46) e intercambiar el orden de las
sumas, empleando la identidad

0wz Arm)= £ 8 Ansmm),

m=0 n

se puede reorganizar la expresion y obtener

Gi_ l[b’ a, x) =

(48)

—(7+ln(Cb_a(b—a)]]Ei[—ax]+M(a,x]
+exp(-‘ax) b3 A,,‘{ a

m=

b4y

donde los coelicientes que intervienen en la ditima suma se
definen por la expresién

n+m+l

Am[a) = L f’ (49)

Ml n=0 (n+m+1)? [_ ]
La evaluacién numérica direcla de la funcién Gi_ l{b a, x]
¢s més eficiente que el empleo de la relacién (48).

10. Conclusiéon -

Las integrales (1) y (2) intervienen en la evaluacitn de
elementos matriciales en problemas de estructura atémica.
Hemos deducido expresiones analfticas y de recurrencia
que permiten determinar las funciones K,(a,x) vy
1, n(b,a,%) . La funcién Gi_ I(b' a, x) admite el desarrollo
en series de potencias dado por la ecuacidn (48), pero es
preferible que se calcule nunéricamente.

Apéndice A

La funcion gamma incompleta y su complemento

La funcién gamna incompleta T(a, .t) y su complemento
Y{a, x] se¢ definen por las relaciones (Gradshteyn y Ryzhik
1965, f6rmula 8.350, pg. 94(0; Lebedew 1973)

l'{a, x] = 19~ lexp(-nd:, Rea>0, (Al

Jx

[ r'x
7(0., x] = (a1 exp(-ndf, Rea>0, (A2)

J O

las cuales estan conecladas con la funcién gamma de Euler,
I'{(c) , como sigue:

(o) + e )=o)

(A3)
:=Jm:“— Lexp(-ndr, Rea>0,
0
Yot =) = 1o, 0) =Ta) (Ad)
En pasticular, se cumple la relacion
{0, x) = - Ei{-}. (A5)
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Apéndice B

Algunas funciones K (1, y)
Kolp=1,

Ki(L,=1+y.
K2(1;y)=2+2y+y2,
K3(1,)=6+6y+3y2+y3,
Ky(l,y)=24+24y+12y2+4y3 4+ y4,
K_(L,yy=-expyEi(-y),
K_z(l,y)=%+expyEi(—y),
K_3(l,y)=—;5—2—y—%expyEi(—y).

1 1

K_4(1,y)=-1—3_6_yz+6—y—+—'15-expy Ei(-y).

3y
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