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En este articulo se presentan los resultados méas importantes de mi trabajo de investi-
gacién en el estudio de la existencia y de las propiedades de las soluciones de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales de la forma

Au+ X f(u) =0 en 1
u =0 en 02, (1)

donde A € R, Q es un dominio acotado en R™ con frontera suave, A = > 6%2 es
el operador de Laplace y f : R — R es una funcién no lineal. Se presentan teoremas
obtenidos utilizando teoria de bifurcacién, métodos variacionales y un principio de minimax
desarrollado por el autor en colaboracién con A. Castro y J. M. Neuberger ([Cas-Cos-Nul],
1997). Ademads, se incluyen algunos algoritmos para construir y visualizar soluciones a
problemas no lineales del tipo (1) y una serie de preguntas abiertas.

Palabras clave: Ecuaciones elipticas semilineales, teoria de bifurcacién, métodos varia-
cionales, construccién de soluciones.

Abstract

In this paper I present the most important results of my research studying the solutions
of nonlinear partial differential equations of the type
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u =0

Au+ X f(u) =0 in Q
on 01,

(1)

where A € R, Q is a smooth bounded domain in RV, A = S 9 is the Laplacian

i=0 9z2

operator, and f : R — R is a nonlinear function. Our theorems were obtained by using
bifurcation theory, variational methods, and a minmax principle developed by the author in
collaboration with A. Castro and J. M. Neuberger ([Cas-Cos-Nul], 1997). We also present
some theorems related with algorithms for approximating solutions to nonlinear problems of

type (1), and some open questions.

Key words: Semilinear elliptic equations, bifurcation theory, variational methods, cons-

truction of solutions.

1. Introduccién

El interés de la comunidad cientifica en el analisis no
lineal ha ido creciendo significativamente en las tltimas
décadas. Practicamente todos los centros de investiga-
cién en Matemadticas en el mundo dedican un esfuerzo
sustancial al entendimiento de los problemas no lineales.

El desarrollo del anélisis no lineal ha permitido no
solamente el tratamiento unificado de varios problemas
clasicos en Fisica y en Matemdticas sino también el sur-
gimiento de nuevas teorias no lineales de gran importan-
cia por si mismas y por sus aplicaciones.

Una de las herramientas mas importantes usadas en
andlisis no lineal es la teoria de bifurcacion. Bi-
furcacién significa cambios en la estructura del conjun-
to de soluciones de una ecuacién funcional cuando los
pardmetros que intervienen en la ecuacién varian.

Antes de discutir algunos aspectos matemaéticos de
la teoria de bifurcacién, describiremos uno de los ejem-
plos fisicos mas familiares de bifurcacién: el Problema
de Taylor de un fluido en rotacion.

En éste consideramos un fluido viscoso incompresible
que yace entre un par de cilindros concéntricos vertica-
les que rotan. Suponemos que el cilindro exterior esta
en reposo y que el cilindro interior rota a una velocidad
angular w. El movimiento del fluido se describe por las
ecuaciones de Navier-Stokes y éstas tienen una solucién
explicita. El flujo asi obtenido se denomina el flujo de
Couette, que existe para todos los valores de w. Si w es
pequena, las particulas se mueven en orbitas circulares y
la velocidad depende de la distancia al cilindro interior.
Si se excede un cierto valor de w, nuevos movimientos
se superponen sobre el flujo de Couette y aparecen los
denominados vortices de Taylor. Para este valor de w
ocurre bifurcacion.

Para mas detalles, el lector interesado puede consul-
tar [Ke-An], 1969.

La teoria de bifurcacion, que sera discutida en la Sec-
cién 2, estudia la existencia de soluciones locales y glo-
bales para ecuaciones no lineales de la forma

F(/\, u,\) = 0, (2)

donde A € R, F es una funcién no lineal y u) pertenece
a un cierto espacio de funciones. Los pilares fundamen-
tales de la teoria de bifurcacién aparecen inicialmente en
los trabajos de Lyapunov y Schmidt, alrededor de 1908,
basados en los problemas propuestos por Poincaré en
1885 en conexién con astrofisica. Los aportes de Kras-
noselskii y su escuela, alrededor de 1950, permiten la
consolidacién de la teoria. Pero han sido los trabajos de
M. Crandall y P. Rabinowitz ([Cr-Ra], 1971), en lo con-
cerniente a la existencia de ramas locales de soluciones,
y de P. Rabinowitz ([Ral], 1971), en lo relacionado con
la existencia de ramas globales de soluciones, los que han
permitido su gran desarrollo. La teoria de bifurcacion
ha sido muy 1til en el estudio de una amplia variedad de
problemas no lineales tanto en ecuaciones diferenciales,
entre los que destacamos varios problemas clasicos co-
mo el problema de Bénard, el problema de las ondas de
agua y el problema de los tres cuerpos restringido, como
en Fisica y en Ingenieria, en problemas de elasticidad,
convexién térmica y fluidos en rotacién ([Ra2], 1985, y
[Am-Pro], 1993).

En relacién con la teoria de bifurcacién, el autor y
A. Castro encontraron, en un trabajo publicado en 1993
([Cas-Cosl]), una condicién suficiente que garantiza la
existencia de ramas locales de soluciones para ecuacio-
nes del tipo (1) y mostraron aplicaciones a la existencia
de soluciones para sistemas de ecuaciones diferenciales
y a la existencia de soluciones periddicas de ecuaciones
elipticas no lineales de segundo orden. Posteriormen-
te, el autor, en un trabajo publicado en la Revista de
la Academia Colombiana de Ciencias Exactas Fisicas
y Naturales ([Cos], 1995), en el cual utiliza de manera
esencial los resultados de la teoria de bifurcacién debidos
a Crandall y Rabinowitz ([Cr-Ra], 1971, y [Ral], 1971),



demostrd la existencia de multiples soluciones para el
problema no lineal

Au+ f(u) =0 en (2
{ u =0 en 012, (3)

con ciertas condiciones sobre la no linealidad f.

También, usando los resultados de Crandall y Rabi-
nowitz, el autor y A. Castro, en un articulo publica-
do en 1993 en la Revista Colombiana de Matematicas
([Cas-Cos2]), demostraron la existencia de miltiples so-
luciones radiales para el problema (3) en el caso en que
el dominio €2 es simétrico.

Antes de describir otras herramientas importantes
usadas en el estudio de problemas no lineales, quisiera
mencionar que el problema de Dirichlet no lineal (3) mo-
dela una gran variedad de problemas que aparecen na-
turalmente en diferentes dreas de la fisica, la astrofisica,
la ingenieria, la biologia y la geometria. Menciono a
continuacion algunos modelos en astrofisica en los que
aparecen distintos tipos de no linealidades. Por ejemplo,
en la ecuacion de Lane-Emden, que aparece en el estu-
dio de problemas estelares ([Ch], 1939), la no linealidad
es del tipo potencia,

{Au—i—u” =0 u>0 en Q p>1,

en 012, (4)

u =0

donde uP es proporcional a la densidad de la estrella ga-
seosa y el dominio © es Br(0), la bola abierta en R3
de radio R y centro en el origen. Henon en 1973 ([He]),
estudiando las estructuras estelares en rotacion, propu-
so la siguiente no linealidad, que es una variante del
problema (4)

Au+|z|ffu? =0 u>0enQ, p>1,1>0, (5)
uw =0 en ON.

Para la escogencia de esta no linealidad, Henon comenté:
“Esta escogencia, aunque arbitraria, tiene la ventaja de
ser simple y conveniente”. Posteriormente, Lieb y Yau
en 1987 ([Li-Yal), estudiando la teoria de colapsos es-
telares de Chandrasekhar, demostraron que la ecuacién
para el problema de las estrellas enanas blancas, sin efec-
to general relativistico, es equivalente a la ecuacién

Au+4r(2u+u®)2 =0  en Bg(0). (6)

En los problemas (4), (5) y (6) aparece la pregunta de
si existe o no solucién u para la ecuacién semilineal en
estudio; y, de existir solucion, si ésta es tinica o si existen
multiples soluciones.

En la Seccion 3 de este trabajo presentamos otra he-
rramienta muy importante usada en analisis no lineal:
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los métodos variacionales. Las ideas topoldgicas ini-
ciales de estos métodos fueron vislumbradas por Poin-
caré y Birkhoff a finales del siglo XIX y fueron desarro-
lladas posteriormente, en los anos 20 y 30 del siglo pasa-
do, por Morse ([Morsl], 1925, y [Mors2], 1934) y Ljus-
ternik y Schnirelman ([Lj-Sc], 1934). Con esta técnica
las soluciones de los problemas no lineales se consiguen
como los puntos criticos de un funcional asociado con
la ecuacién en estudio. En el caso en que el funcional
sea acotado inferior o superiormente es razonable tra-
tar de demostrar que el funcional alcanza su minimo o
su méaximo, pero si el funcional asociado no es acotado
ni superior ni inferiormente se deben buscar puntos de
silla o puntos de tipo minimax. Un método especifico
para encontrar puntos criticos de tipo minimax, que sera
presentado en la Seccién 3, es el bien conocido Teorema
del Paso de la Montana, publicado por A. Ambroset-
ti y P. Rabinowitz en 1973 ([Am-Ra]), del cual se han
conseguido extensiones y variaciones en anos recientes
que han demostrado ser muy utiles en las aplicaciones a
ecuaciones diferenciales.

Otro resultado importante para encontrar puntos
criticos, que se presentara en la Seccién 3, es el método
de reduccion de Lyapunov-Schmidt, el cual tuvo sus
origenes en las investigaciones de los profesores Lazer,
Landesman y Meyers ([Lan-Laz-Me], 1975) y Castro y
Lazer ([Cas-Laz2], 1979) y que permite reducir el estu-
dio de los puntos criticos del funcional asociado, el cual
estd generalmente definido en un espacio de dimensién
infinita, al estudio de los puntos criticos de un funcio-
nal definido en un subespacio, generalmente, de dimen-
sién finita. Ademéds de los dos métodos mencionados,
se presentard en la Seccién 3 un principio de minimazx
desarrollado por el autor en colaboracién con los inves-
tigadores A. Castro y J. M. Neuberger ([Cas-Cos-Nul],
1997), que permite obtener soluciones que cambian de
signo para problemas superlineales.

Utilizando el Teorema del Paso de la Montana, el
método de reduccién de Lyapunov-Schmidt y el princi-
pio de minimax mencionado se presentardn al final de la
Seccién 3 distintas aplicaciones al estudio de la solucién
de ecuaciones diferenciales no lineales del tipo (3), las
cuales han sido obtenidas por el autor en colaboracion
con otros investigadores en el drea ([Cas-Cos3], 1994, y
[Cas-Cos-Nu3], 1998).

En la Seccién 4 enfocaremos nuestra atencion en la
presentacién de algunos algoritmos para construir y
visualizar soluciones de problemas no lineales del
tipo (3). Estos algoritmos son importantes ya que los
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teoremas que garantizan la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales no lineales son, en general, no
constructivos y, ademas, ejemplos explicitos que apoyen
o nieguen conjeturas y que sugieran direcciones para es-
tudios futuros son siempre bienvenidos. Inicialmente se
discute un método disenado por el autor y el profesor
H. Arango para construir soluciones radiales al problema
(3) en el caso en el cual el dominio es una bola en RV y
f es una funcién continua lineal por tramos ([Ar-Cosl],
1996, y [Ar-Cos2], 2000). El método estd basado en un
spline de funciones de Bessel. Concluiremos la seccién
con la presentacién de un nuevo algoritmo para construir
y visualizar las soluciones al problema (3) que se consi-
guen via el método de reducciéon de Lyapunov-Schmidt
([Cos-Le-Nu], 2001).

Las ideas de investigacién desarrolladas por el autor
en colaboracion con otros investigadores en el drea, que
seran presentadas en las distintas secciones de este tra-
bajo, nos conducen a formular en la Secciéon 5 una serie
de preguntas abiertas, que esperamos contribuyan a
una mejor comprension de las soluciones de problemas
de Dirichlet no lineales.

2. Teoria de bifurcaciéon y aplicaciones

El Teorema de Punto Fijo de Banach establece que
en un espacio métrico completo (X,d), una funcién
f+ X — X para la cual existe una constante k € (0, 1)
tal que

d(f(x), f(y)) < kd(z,y), Va,y e X,

tiene un dnico punto fijo; es decir, existe un unico punto
xo € X tal que f(xg) = xg.

Una consecuencia importante de este resultado es el
Teorema de la Funciéon Inversa que establece que si una
funcién F' envia una vecindad U de ug € X en Y, don-
de X y Y son espacios de Banach, y F € C1(U) con
L = F'(up) uno a uno y sobreyectiva entonces la ecua-
cién

Flu)=f

tiene una solucién tnica en una vecindad de wug, para
toda f en una cierta vecindad de fo = F(ug).

Originado en los trabajos de A. M. Lyapunov y E.
Schmidt a comienzos del siglo XX y relacionado con los
problemas propuestos por H. Poincaré en 1885 en cone-
xién con astrofisica, se inicid el programa de extender
los resultados anteriores cuando F”(ug) no es invertible.
Este programa dio lugar a lo que hoy conocemos como
teoria de bifurcacion.

La situacién tipica en bifurcacion estd relacionada
con una familia de un pardmetro F(\ u), con A € R
vy FeCRx X,Y), donde X y Y son espacios de Ba-
nach. Se supone que

F(\,0)=0, VA€R. (7)

Se dice que un punto (A,0) es un punto de bifurcacién
de F(\, u) = 0 si toda vecindad de él contiene soluciones
no triviales de la ecuacién.

Bajo hipotesis simples, M. Crandall y P. Rabinowitz
demostraron el siguiente teorema que garantiza la exis-
tencia de una rama local de soluciones no triviales de la
ecuacion

F(\u)=0. (8)

Teorema 1. ([Cr-Ra], 1971) Sean X, Y espacios de
Banach, A un conjunto abierto en R y F' € C™(A x
X,Y), m > 2. Suponga que

F(A\u) =Bu— A u+ N\ u) )
N(\,0) =0, D,N(\0)=0,
donde B : X — Y es un operador lineal y acotado. Si
Ao es un valor propio simple de B con vector propio

vo # 0, entonces (\g,0) es un punto de bifurcacion de
F(\u) =0. Ademds, existen funciones de clase C™ 1

A (s) = Xo+O(]s]

u*(s) = svg+ O(s?) (10)
para s cerca de cero, tales que
F(X\*(s),u*(s)) =0. (11)

Todos los ceros de F cerca de (Ao, 0) son las soluciones
triviales u = 0 o estdn dados por (10).

El resultado mas importante relacionado con la exis-
tencia de ramas globales de soluciones, es decir cuando A
varia sobre R, fue obtenido por P. Rabinowitz aplican-
do la teoria de grado de Leray-Schauder. Este resultado,
que se presenta a continuacion, establece que bajo cier-
tas condiciones de compacidad cada rama de soluciones
se extiende al infinito en R x X o se va a otro punto de
bifurcacién.

Teorema 2. ([Ra2], 1971) Suponga que F(\ u) =
u—G(\ u) con (A, u) € RxX, X un espacio de Banach
v G compacto. Si G(\u) = ALu + H(A\,u), donde L
es lineal y compacto, H(\,u) = o(||u||) cuando v — 0
yup€er(L):={pe€R/ut €c(L) -el espectro de L-}
es de multiplicidad impar entonces (u,0) es un punto
de bifurcacién. Ademas S, la clausura del conjunto de



ceros no triviales de I, tiene una componente de solu-
ciones C' que contiene a (i, 0) y no es acotada en R x X
o contiene (fi,0), donde p # i € r(L).

En colaboracién con A. Castro ([Cas-Cosl], 1993),
dimos una condicién suficiente para que un punto (A, u)
fuera un punto de bifurcacién local de la ecuacién (8),
cuando ésta toma la forma

F(A\u):=Lu+ AN(u) =0, (12)

donde L es un operador lineal definido en un espacio de
Hilbert H, L tiene inversa compactay N : H — H es
de clase C? con (L=*N)'(0) = L=ty N(0) = 0.

Sea —A # 0 un valor propio de L tal que
H = Ker(L+ AI) @ Rango(L+AI)=: X @Y.

Sean K C X un cono cerrado tal que K # X y P la
proyeccion sobre X. Se demostrd el siguiente teorema.

Teorema 3. ([Cas-Cosl], 1993) Si para algiin r1 > 0
PIN-I{{ue H:ju<rm})CK (13)

entonces (A, 0) es un punto de bifurcacién de la ecuacion
(12). Ademds, para r > 0 suficientemente pequeno y
KN(—K) = {0} la ecuacién (12) tiene dos soluciones di-
ferentes (o, u), (8,v) con ||Pul| = ||Pv|| =7, Ja—A| <r
and |6 — Al <.

A diferencia de los resultados clasicos, nuestro resul-
tado no depende ni de la multiplicidad del valor propio
A ni de la estructura variacional de la ecuaciéon donde
el teorema se aplica. Este resultado tiene aplicaciones a
la existencia de soluciones para sistemas de ecuaciones
diferenciales y a la existencia de soluciones periddicas de
ecuaciones elipticas no lineales de segundo orden.

Sea 0 < A\ < Ay < A3 < --- la sucesion de valo-
res propios de —A con condicién de Dirichlet cero en la
frontera.

En un trabajo publicado en la Revista de la Academia
Colombiana de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales, en
el cual se utilizan de manera esencial los resultados de
M. Crandall y P. Rabinowitz (vednse los Teoremas 1 y
2), estudié el problema (3) y demostré que tiene al me-
nos cuatro soluciones cuando el rango de la derivada de
la no linealidad incluye al menos los dos primeros valores
propios.

Teorema 4. ([Cos], 1995) Si 0 < f/(0) < g,
A2 < f'(00), A2 es un valor propio de multiplicidad im-
par y f'(c0) < A; (donde \; es el siguiente valor propio
distinto de A\3) entonces el problema (3) tiene al menos
cuatro soluciones.
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A diferencia del Teorema A de [Cas-Cos3], publicado
en 1994, este resultado no depende del acotamiento glo-
bal de la derivada de la funcién no lineal y se demuestra
utilizando solamente técnicas de teoria de bifurcacion.

También, haciendo uso del teorema de bifurcacién
global de P. Rabinowitz, en un trabajo en colaboracién
con A. Castro publicado en la Revista Colombiana de
Mateméticas, demostramos que el problema (3) tiene
47 — 1 soluciones radiales (i.e. u(x) = u(||z||)) cuando Q
es una bola, la no linealidad tiene un cero positivo y el
rango de la derivada de la no linealidad incluye al menos
los primeros j valores propios.

Teorema 5. ([Cas-Cos2], 1993) Si f tiene un ce-
ro positivo y f'(0) = f'(c0) > A; entonces (3) tiene al
menos 45 — 1 soluciones radiales.

En ese mismo articulo se presenta una demostracién
mas simple del siguiente resultado obtenido anterior-
mente por M. Esteban.

Teorema 6. ([Es|, 1985) Si 0 < f'(0) < Aj41 ¥
Njtr < f'(c0) entonces (3) tiene al menos 2k + 1 solu-
ciones radiales.

Los Teoremas 5 y 6 se demuestran obteniendo una
descripcién de la grafica del conjunto de soluciones del
problema

Au+Af(u) =0 en
{ u =0 en 0, (14)

donde A € R.

3. Principios de minimax y aplicaciones

Otra herramienta muy importante en analisis no
lineal la constituyé la introducciéon de métodos to-
polodgicos en el estudio de problemas variacionales; es
decir, problemas en los cuales las soluciones se consi-
guen como puntos criticos de un funcional.

Las ideas topoldgicas iniciales de estos métodos fue-
ron vislumbradas por Poincaré y Birkhoff a finales del
siglo XIX y fueron desarrolladas posteriormente, en los
anos 20 y 30 del siglo pasado, por Morse ([Morsl], 1925,
y [Mors2], 1934) y Ljusternik y Schnirelman ([Lj-Sc],
1934). En particular, Ljusternik y Schnirelman, en el
caso de problemas variacionales en variedades de dimen-
sién finita, dieron una cota inferior para el nimero de
puntos criticos en términos de un invariante topolégico
llamado la categoria de Ljusternik y Schnirelman. La
teoria de Morse para funciones ® no degeneradas dio una
clasificacién mas fina de los puntos criticos en términos
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de las formas cuadraticas asociadas con la segunda de-
rivada ®”(up). En la década del 60 del siglo pasado, las
ideas de la teoria de Morse fueron puestas en el contexto
de la Geometria Diferencial en variedades de dimension
infinita por R. Palais y S. Smale ([Pa-Sm], 1964) quie-
nes reemplazaron la hipdtesis de dimension finita de la
teoria original por una hipétesis de compacidad sobre el
funcional.

Como se mencioné anteriormente, con los métodos
variacionales las soluciones de los problemas no lineales
se consiguen como los puntos criticos de un funcional
asociado con el problema en estudio. En el caso en que
el funcional sea acotado inferior o superiormente es ra-
zonable tratar de demostrar que el funcional alcanza su
minimo o su maximo. Para funciones convexas un re-
sultado clasico en esta direcciéon es el siguiente.

Teorema 7. Sean X un espacio de Banach reflexivo
y ® una funcién semicontinua inferiormente definida en
X. Si ® es convexa, acotada inferiormente y ®(x) — oo
cuando x — oo entonces ® alcanza su minimo.

Si ® no es convexa entonces ® no necesariamente al-
canza su minimo. Sin embargo el siguiente resultado de
I. Ekeland demuestra la existencia de puntos que son
casi puntos de minimo.

Teorema 8. ([Ek], 1974) Sean X un espacio métrico
completo y ® : X — R U {400} una funcién semicon-
tinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces
dado € > 0 existe u. € X tal que

D(u,) < igl(f@ +e, (15)

D(ue) < D(u) + d(u,ue), Vue X, u# ue. (16)

Una condicién de compacidad para funciones C, que
es utilizada en la demostracion de la existencia de puntos
criticos es la llamada condicién de Palais-Smale (P-S),
que establece que si una sucesiéon (u,) € X es tal que
|®(up)| < My @ (u,) — 0 entonces (u,) tiene una sub-
sucesion convergente. Tales funciones siempre alcanzan
su infimo.

Teorema 9. Si ® es una funcién de clase C' definida
en un espacio de Banach, satisface (P-S) y es acotada
inferiormente entonces ® alcanza su minimo.

Si el funcional asociado con el problema no lineal no
es acotado ni superior ni inferiormente se deben buscar

puntos de silla, los cuales se encuentran usando argu-
mentos de tipo minimax. En éstos se comienza consi-
derando una cierta clase A de conjuntos ¥ en un cierto
espacio topolégico, luego se construye

max D(u)

ueED
para cualquier ¥ € A, y finalmente se forma

¢ = inf max ®(u)
YeA uex

y se trata de demostrar que el nimero ¢ es un punto
critico de .

Un método especifico muy 1til para encontrar puntos
de tipo minimax, que extiende las ideas de Poincaré y
Birkhoff, es el conocido Teorema del Paso de la Mon-
tana, publicado por A. Ambrosetti y P. Rabinowitz y
que se presenta a continuacion.

Teorema 10. ([Am-Ral, 1973) Si ® es una funcién
de clase C' definida en un espacio de Banach X, satis-
face (P-S) y la siguiente condicién geométrica

®0) =0,P(x)>a>0,Vee Xconllz|=R y (17)

®(z9) <0, para alginzo € X conzo > R,

entonces el siguiente nimero es un valor critico de @,

— mj D(g(t)) >
¢ = min max (9(1)) > a,

donde P = {g € C(]0,1],X)/g(0) = 0,9(1) = x0}. Es
decir, existe u € X tal que

®(u)y=0 y  ®u)=c

En anos recientes se han conseguido extensiones y va-
riaciones de este teorema que han demostrado ser muy
lutiles en las aplicaciones a ecuaciones diferenciales.

Otra técnica muy importante en analisis no lineal es
el llamado método de reduccion de Lyapunov-Schmidt,
el cual permite reducir el estudio de los puntos criticos
de un funcional ® definido en un espacio de Hilbert H
de dimensién infinita al estudio de los puntos criticos
de un funcional ® definido en un subespacio cerrado
de H, generalmente, de dimensién finita. El método
de reduccion, que presentamos a continuacién, tuvo
sus origenes en las investigaciones de Lazer, Landes-
man y Meyers ([Lan-Laz-Me|, 1975) y Castro y Lazer
([Cas-Laz2], 1979).

Teorema 11. ([Casl], 1981) Sea H un espacio de
Hilbert real y sean X y Y subespacios cerrados de H
tales que H =X &Y. Sea ® : H — R un funcional de
clase C*t. Si existen m >0 y a > 1 tales que

(Vo(z +y) = VO(r +y1),y —y1) = mlly —y|?,



Ve € X, Yy, y1 € Y, entonces

(i) Existe una funcion continua v : X — 'Y tal que

Oz +Y(x)) = yei}g O(z +y).

Ademads, 1 (x) es el unico elemento de 'Y tal que
(VO(z +1(x)),y) =0,

(ii) La funcién ® : X — R definida por ®(z) =
O(x +1(x)) es de clase C y

Yy eY.

(VO(x),21) = (VO(x 4 (z)), x1), Vo, 21 € X.
(iii) € X es un punto critico de ® si y sélo si & +1)(z)
es un punto critico de P.

Utilizando el Teorema del Paso de la Montana, el
método de reduccién de Lyapunov-Schmidt y la teoria
de grado de Leray-Schauder, en un trabajo en colabo-
racién con A. Castro, demostramos que el problema (3)
tiene al menos cuatro soluciones no triviales, dos de las
cuales son de un signo y las otras dos cambian de sig-
no, cuando el rango de la derivada de la no linealidad
incluye al menos los dos primeros valores propios.

Teorema 12. ([Cas-Cos3], 1994) Si f/(0) < A\,
f'(00) € Mk, Aiy1) con kb > 2,y f'(t) < v < Ay,
entonces (3) tiene al menos cuatro soluciones no trivia-
les. Ademads, uno de los siguientes casos ocurre:

a) k es par y (3) tiene dos soluciones que cambian de
signo.

b) k es par y (3) tiene cinco soluciones, tres de las
cuales tienen el mismo signo.

c¢) k es impar y (3) tiene dos soluciones que cambian
de signo.

d) k es impar y (3) tiene tres soluciones del mismo
signo.

En [Cos-Ve], con la colaboracién de C. Vélez, sin con-
siderar la hipdtesis del acotamiento global de la derivada
de la no linealidad del Teorema 12 y con la restriccién
k par, demostramos que el problema (3) tiene por lo
menos tres soluciones no triviales. La prueba utiliza ar-
gumentos del tipo de paso de la montana y teoria de
grado.

Teorema 13. ([Cos-Ve], 2003) Si f'(0) < A,
f'(00) € (A, Akt1) con k un entero par, k > 2, entonces
(3) tiene por lo menos tres soluciones no triviales, una es
positiva, otra es negativa y la tercera cambia de signo.
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En colaboracién con S. Herrén, usando el Teorema
del Paso de la Montana, el Teorema de Punto de Si-
lla de P. Rabinowitz ([Ra3], 1986) y argumentos del
indice de Morse desarrollados por A. Lazer y S. Soli-
mini ([Laz-Sol], 1988) demostramos la existencia de por
lo menos tres soluciones para el problema (3) sin la res-
triccién sobre k del Teorema 13.

Teorema 14. ([Cos-He], 2003) Si f/(0) < g,
1'(00) € (Mg, Akg1) conk > 2, y todos los puntos criticos
del funcional J (véase su definicién en (*), abajo) son
no degenerados entonces (3) tiene por lo menos tres so-
luciones no triviales: w1 > 0 en §, us < 0 en Q y us.
Las soluciones de un signo tienen indice de Morse menor
o igual a 1 y ug tiene indice de Morse mayor o igual a
2.

En un articulo publicado en 1997, escrito en colabo-
racion con los profesores J. M. Neuberger y A. Castro,
demostramos un principio de minimax que nos per-
mitié establecer condiciones suficientes que garantizan
la existencia de soluciones que cambian de signo exacta-
mente una vez para problemas de Dirichlet del tipo (3),
cuando f es superlineal; es decir,

f'(00) := lim /s) =00

s—oo 8§
y subcritica; es decir,
2N

N—-2
Teorema 15. ([Cas-Cos-Nul], 1997) Si f'(0) < A\
entonces (3) tiene al menos tres soluciones no trivia-
les: w1 > 0 en Q, wy < 0 en Q y ws. La funcion ws
cambia de signo exactamente una vez en §), es decir,
(w3) " (R—{0}) tiene exactamente dos componentes co-
nexas. Si son no degeneradas, las soluciones de un signo
tienen indice de Morse 1 y la solucién que cambia de
signo tiene indice de Morse 2. Ademas,

J(ws) = J(w1) + J(w2),

If(s)] <eci|s]P +ca, con 1<p<

donde
I = [ (GI9uf = Fu)ds,
y

Yu € HY(Q) (¥

F(s) = /0 (.

Hasta donde sabemos, este resultado es el primero en
establecer la existencia de una solucién del problema (3)
que cambia de signo exactamente una vez. Desarrollos
como los obtenidos por Z. Q. Wang ([Wal, 1991) no im-
plican la existencia de soluciones que cambien de signo,



142

mucho menos que cambien de signo exactamente una
vez. También, nuestras pruebas mejoran la informacién
acerca del valor del funcional J en los puntos criticos y
del indice de Morse de las soluciones.

La solucién que cambia de signo se obtiene minimi-
zando el funcional J en el subconjunto

Sl = {u 7& 0: <VJ('LL),U> = Ovquv

u- #0,(VJ(uy), uy) =0} (18)
Usando el principio de minimax mencionado arriba pa-
ra problemas superlineales y los resultados de teoria de
grado de A. Castro y J. Cossio ([Cas-Cos3|, 1994), de-
mostramos la existencia de soluciones que cambian de
signo para problemas de Dirichlet asintéticamente linea-
les; es decir, cuando la no linealidad satisface

o S

cR.

El primer resultado en esta direccién es el siguiente:

Teorema 16. ([Cas-Cos-Nu3], 1998) Si ¢f”(t) > 0
parat # 0y f'(—00), f/(+00) € (A2,00), entonces (3)
tiene al menos cuatro soluciones. Una de las soluciones
cambia de signo exactamente una vez y si es aislada su
grado local es +1.

Este 1utimo teorema incluye el caso en el cual
(3) presenta saltos no lineales, i.e., el intervalo
(f'(=00), f'(4+00)) U (f'(+00), f'(—o0)) contiene un va-
lor propio A,. A su vez el Teorema nos permite extender
los resultados del Teorema 12. En efecto, tiene lugar el
siguiente teorema.

Teorema 17. ([Cas-Cos-Nu3|, 1998) Si tf”(t) > 0
para t # 0 y f'(=00), f'(+50) € (A, Ais1) para k > 2,
entonces (3) tiene por lo menos cinco soluciones, dos de
las cuales cambian de signo. Ademads, una de estas dos
soluciones cambia de signo exactamente una vez.

Ademas, demostramos que en el Teorema no necesa-
riamente se consiguen mas de dos soluciones que cam-
bien de signo.

Teorema 18. ([Cas-Cos-Nu3|, 1998) Si k = 2 en el
Teorema entonces (3) tiene exactamente dos soluciones
que cambian de signo; ambas cambian de signo una sola
vez.

En [Cas-Cos-Nu2], publicado en 1997, con la colabo-
racién de A. Castro y J. M. Neuberger, demostramos la
existencia de soluciones no radiales que cambian de sig-
no cuando  es una bola en RY y f es asintéticamente
lineal. Sea A7 < A5 < --- < A} < ... la sucesién de va-
lores propios de —A actuando en funciones radiales de

H} (). Recordamos que A\; = A} y A2 < A5. Se probé
el siguiente teorema.

Teorema 19. ([Cas-Cos-Nu2|, 1997) Si tf"(t) > 0
parat # 0, f'(00) € (\g, Agy1) con kb > 2, f'(t) < v <
Ak41 para todot € R y A\ < A < Apy1 < AL, entonces
el problema (3) tiene al menos dos soluciones que son
no radiales y cambian de signo. Ademas, una de estas
dos soluciones cambia de signo exactamente una vez.

4. Construcciéon y visualizacion de soluciones
para problemas elipticos semilineales

Otro tépico de investigacion en el que he trabajado
es el de construccién y visualizacién de soluciones para
problemas elipticos semilineales. Este trabajo es impor-
tante ya que en su gran mayoria los teoremas de exis-
tencia de soluciones para problemas semilineales son no
constructivos; ademas siempre seran bienvenidos ejem-
plos explicitos que apoyen o nieguen conjeturas y que
sugieran direcciones para estudios futuros.

En dos trabajos escritos en colaboracion con el pro-
fesor H. Arango, el primero publicado en la Revista
Colombiana de Matematicas ([Ar-Cosl], 1996) y el se-
gundo en el Electronic Journal of Differential Equations
([Ar-Cos2], 2000), presentamos métodos para construir
explicitamente soluciones con simetria radial para el
problema (3) cuando el dominio € es una bola en RY y
la funcién f es continua y lineal por tramos. El método
de construccién estd basado en un spline de funciones de
Bessel y en el “shooting method”. Estos trabajos han
sido inspirados por un trabajo previo de los profesores
E. Deumens y H. Warchall ([De-War], 1988), en el que
los autores estudian una ecuaciéon de onda no lineal en
el espacio R*1.

Consideremos la siguiente funcién continua lineal por
tramos f : R — R definida por

A%t — (A2 —2) sit>1
f(t) = prt si-1<t<1 (19)
A%t + (A2 —-B%) sit< -1,

donde A y [ son constantes.

Sea 0 < A\ < Ay < -++ < A\ < ... la sucesion de
valores propios —A actuando en funciones radiales de
H}. Demostramos el siguiente resultado.

Teorema 20. ([Ar-Cosl], 1996) Si 3% < M\ y
A? > )\, (k < p) entonces existen (p — k + 1) pares



de soluciones radiales de (3), u; y v; (k < i < p), ta-
les que para cada i, u;(0) < 0 < v;(0) y u;,v; tienen
exactamente (i — 1) nodos en (0, ).

También se construyeron explicitamente soluciones
radiales para la ecuacién (3), cuando la no linealidad
f R — R estd definida por

a’t sit<?
f#) =3 —a?t+a?p sid<t<p (20)
a’t—ao?B sit>p

donde « y (3 son constantes.

Teorema 21. ([Ar-Cos2], 2000) Si\; < a? < X\ji1 ¥
B > 0 entonces para cada 0 < i < j — 1 existen solucio-
nes radiales dnicas v; y u; para el problema (3) con i no-
dos en (0, ), tales que v;(0) > >0y 0 < u;(0) < 5.

Presentamos una gréfica de la solucién obtenida con
el programa Mathematica, siguiendo el método de cons-
truccién empleado en el articulo (véase la Figura 1).

Figura 1. Solucién radial v(r) en 3 dimensiones con
a =251, =2.0y 4 nodos.

También, en una investigacién en colaboracién con los
profesores J. M. Neuberger y S. Lee ([Cos-Le-Nu], 2001)
logramos construir un nuevo algoritmo para aproximar
soluciones que se consiguen via el método de reduccion
de Lyapunov-Schmidt para problemas de Dirichlet subli-
neales en dominios acotados.

5. Perspectivas
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Como se puede observar de los resultados presenta-
dos en las Secciones 2, 3 y 4 de este trabajo, el autor,
en colaboracion con Alfonso Castro y otros investigado-
res en el drea, ha introducido nuevas ideas en el estudio
de la existencia, las propiedades cualitativas y la cons-
truccion y visualizacion de soluciones para el problema
eliptico semilineal

u =0 en Of). (21)

{Au—i—f(u) =0 en
Estas ideas nos conducen a formular una serie de pre-
guntas abiertas, que seran especificadas en esta seccion,
y que esperamos contribuyan a una mejor comprensiéon
de las soluciones de problemas de Dirichlet no lineales.

Perspectiva I. Motivados por el principio de Mini-
max presentado en el Teorema 15 y por los resultados
obtenidos en los Teoremas , y seria interesante es-
tudiar la existencia de soluciones no radiales que cam-
bian de signo exactamente una vez para el problema (21).
Recientemente, A. Castro y H. Aduén (véase [Ad-Cas],
2003) demostraron la existencia de infinitas soluciones
no radiales para problemas de Dirichlet superlineales.

Perspectiva II. Motivados por los resultados obte-
nidos en los Teoremas 12, y mnos parece importante
estudiar la ezistencia de soluciones que cambian de sig-
no en dominios generales. Conjeturamos que es posible
debilitar la hipétesis de convexidad del Teorema y con-
seguir resultados similares.

Perspectiva III. Como el Principio de Minimax de
Castro-Cossio-Neuberger (véase Teorema 15) también
vale cuando f se reemplaza por Af, seria interesante
demostrar que las soluciones correspondientes uy estdn
en la misma curva de bifurcacion. Conjeturamos que
ellas se bifurcan del segundo valor propio y que existe
un conjunto conexo de soluciones que cambian de signo
exactamente una vez y conecta (0,00) con (Ag,0). A
medida que vayan apareciendo mas soluciones al pro-
blema (21) es importante estudiar las correspondientes
curvas de bifurcacién.

Perspectiva IV. Motivados por el caso unidimen-
sional, el caso radial y los resultados del Teorema 15,
serfa importante encontrar condiciones suficientes que
permitan demostrar que para cada entero positivo k el
problema (21) tiene una solucion con k regiones nodales.

Perspectiva V. Mientras el caso unidimensional, el
caso radial y el caso en el cual la no linealidad f es im-
par sugieren que el problema (21) tiene 2k + 1 soluciones
cuando f'(00) € (Mg, Ak+1), el contraejemplo de Dancer
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(véase [Dal, 1976) nos indica que esto no siempre es po-
sible. Seria interesante demostrar que cuando k — oo el
nimero de soluciones de (21) tiende a oo.

Perspectiva VI. Motivados por los resultados ob-
tenidos por el autor, en colaboraciéon con H. Arango y
J. M. Neuberger, en el estudio del problema (21) en
dominios simétricos (véase [Ar-Cosl], 1996; [Ar-Cos2],
2000; y [Cos-Le-Nu], 2001) es importante estudiar la
construccion explicita de soluciones, para el problema
mencionado, en dominios no SiMELricos.
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