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Basados en técnicas conocidas para ¢l anélisis de la existencia de soluciones débiles de las ecuaciones
de Navier-Stokes, estudiamos varios aspectos del comportamiento en el infinito de las soluciones
de una clase abstracta de ecuaciones de evolucién en un espacio de Hilbert separable, la cual
generaliza varios modelos de ecuaciones de 1a mecanica de los fluidos. En particular, se estudia la
existencia y unicidad de soluciones globales, la existencia de un atractor global y la convergencia
para las soluciones estacionarias asociadas.
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Abstract

Using some well knew techniques to analyze the existence of weak solutions for the Navier-
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Stokes equations, we study several topics related with the long time behavior of solutions
of an abstract class of evolutions equations in a separable Hilbert space, which generalizes
several models of fluids mechanic. In particular we study the existence and uniqueness of
weak solutions, as well as the existence of a global attractor and the convergence of solutions

to the associated steady solutions.

Key words: Global atractor, Behaviour at infinity of evolution equations, Carathéodory

conditions,

1. Problema abstracto

Estamos interesados en el estudio de soluciones de la
siguiente clase abstracta de ecuaciones de evolucién en
un espacio de Hilbert separable X:

{ut+Au+B(u,u)+Blu+Bgu=f,

u(0) = uyg,

(1)

donde A, B; y Bz son operadores lineales en X y B
es un operador bilineal en X. Ademas, estos operado-
res satisfacen ciertas condiciones adicionales las cuales se
describen a continuacidn: A es un operador autoadjunto,
estrictamente positivo en X con dorninio D(A4) e inversa
compacta. Por lo tanto, existe una base ortonormal de
X, denotada por {w;};en, tal que Aw; = A\jw;, j =
1,2,... 0< M € X £... — o El producto
escalar ¥ la norma en X son denotadas por (-,-) ¥ ||,
respectivamente. Como {w;}, y es una base ortonormal
en X, para todo u € X tenemos

u= chwj, donde ¢; = (u,w;)}.
i=1
El dominio del operador A es dado por

o0 oQ
D(Ay=<qu= chwj : Z)\?c? < o0
s=1 =1
Para u € D(A) tenemos Au = > 77, Aje;w;. Gra-
cias a esta caracterizacién se definen las potencias AY :
D(A?") — X, 6 e R, 0< 8 <1, con dominio

o0

00
DA%y =Qu=) cw;: > A <oy,
i=1 J=1

por A%u = T2 Me;w; v ¢; = (u,w;). Denotamos
por X* = D (A®/?). Los espacios X* son espacios de
Hilbert con el producto interno definido por

(u,v), = (A“/zu,A"‘/zv) .

La norma asociada serd denotada por |-|,. También de-
notamos ((u,v)) = (u,v); ¥ |-|; = [}-||. La aplicacién

de dualidad entre espacios de Banach, serd denotada
por {-,-}. El espacio dual de X* es denotado por X%,
Asl, identificando a X con su espacio dual, tenemos que
X* — X — X~ donde la injeccidén es continua y con
imagen densa.

Continuando con la descripcion de los operadores
dados en la ecuacién (1), suponemos que en (1), B :
X' x X' — X~} es un operador bilineal continuo, esto
es,

1B (u,v)|_y < 1Bl flulllivil, Yu,ve X',

¥ suponemos ¢ue existen extensiones continuas
B:XxX!' X2 B:X!'xX—X"?% Los opera-
dores B; : X' — X1 {=1,2, son lineales y continuos,
con extensiones continuas B; : X — X2 para{ = 1,2,
respectivamente. Ademads, suponemos que

(B(u,v),v)=0, VuveX!, (2)
(Bju,u) =0. VYue X' (3)

Las normas de los operadores B y B;, ¢ = 1,2, con valo-
res en X~ son denotadas por || B||, v || Bill, . respecti-
vamente. De otro lado suponemos que f es una funcién
dada, que uyp es la condicién inicial del problema y que
u es la incégnita del mismo.

El modelo (1) generaliza varias ecuaciones de la
mecénica de los fluidos, como son las ecuaciones de flu-
idos micropolares, fluidos magneto-micropolares, ecua-
ciones de Boussinesq v Boussinesq generalizada, y las
ecuaciones clisicas de Navier-Stokes, entre otras. Mo-
delos relacionados a (1) han sido estudiados por varios
autores, entre ellos, (3], [4], (8], {13] y [16]. En [13, psg.
113] se establece una formulacién abstracta dada por la
expresion

{ut+Au+B(u,u)+Ru=f, W

u(O) = up,

donde R es un operador lineal tal que A + R es coerci-
tivo, y se discuten aspectos de existencia y unicidad de
solucién débil. En (8] se estudia el problema abstracto
{4) con condiciones periédicas y se prueban resultados
de existencia de soluciones periédicas fuertes. En [16] se
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discutio la existencia de soluciones débiles y fuertes del
modelo estacionaric asociado, esto es, el problema

Au + B{u,u) + Bju+ Bou = f, (5)

y se analizaron propiedades cualitativas del conjunto de
soluciones de (5).

En [3] se analizan algunos aspectos relativos a la exis-
tencia y unicidad de solucidén de (1) mediante métodos
de Galerkin y resultados de compacidad en espacios de
Nikolski.

En el presente articulo, analizamos varios aspec-
tos relativos a la existencia, unicidad y comportamien-
to asintStico de las soluciones de (1); en particular,
probamos la convergencia de las soluciones de (1) para la
soluciones estacionarias del problema estacionario abs-
tracto asociado (ecuacién (5)). Ademds, probaremos la
existencia de un atractor global para el sistema dindmi-
co asociado a (1). Finalmente damos algunos ejem-
plos especificos de ecuaciones en derivadas parciales que
pueden ser llevadas a la forma (1)}. El andlisis de los re-
sultados es basado en técnicas conocidas, principalmente
en el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes {con den-
sidad constante), con lo cual, los resultados presentados
pueden ser considerados como una generalizacién natu-
ral de resultados ya conocidos para ciertos modelos de
las ecuaciones de la hidrodindmica.

2. Soluciones débiles

En esta seccién presentamos la definicién de solucién
débil para el sistema (1) v discutimos algunos resulta-
dos de existencia y unicidad de solucidn débil para este
sistema. El método utilizado para la obtencién de la
solucién débil es el método de Galerkin, para lo cual
se hace necesario dar la formulacién débil del proble-
ma y la eleccién de los espacios funcionales adecuados.
La existencia de solucién del problema variacional in-
volucra la formulacién de los problemas aproximados
y la existencia, por lo menos, de soluciones locales.
Para tales fines, aplicaremos el Teorema de existencia
de ecuaciones diferenciales ordinarias en las condiciones
de Carathéodory (Teorema 1). La existencia de solucién
global para las aproximaciones se garantiza mediante el
Teorema de prolongacién {Teorema 3). Posteriormente,
las acotaciones a priori permiten obtener un candida-
to a ser solucidn. Para el proceso del paso al Iimite se
hace necesario fortalecer las convergencias y el uso de
lemas de compacidad; en nuestro caso usaremos teore-
mas que involucran derivadas temporales fraccionarias.
Para garantizar la unicidad, serd necesario fortalecer las

hipétesis sobre los operadores involucrados. Estos argu-
mentos son estandar; sin embargo, haremos una descrip-
cién detallada de los mismos.

2.1. Condiciones de Carathéodory. Sea 2 un
subconjunto abierto de R®*! con elementos (t,x), t € R
y x € R™ Sea f:Q — R” una funcién no necesaria-
mente continua. Consideremos el problema de encon-
trar una funcién absolutamente continua x (t) definida
en algin intervalo I de la recta, tal que (t,x{t)} € Q
paratodot €l y

x" () = f(t,x(#)) peracasitodo tel. {6)

Si dicha funcién x (t) existe en el intervalo I, entonces
se dice que x (¢) es una solucion de (6) sobre el intervalo
I. Para (ty, Xq) € £2, hay asociado a {6) un problema de
valor inicial

{xl (t) =f (t!x(t)) ' (7)

x (tg) = %o,

es decir, el problema de encontrar una solucién x (¢} de
(6) sobre I tal que tg € I y x(ty) = xq.

Sea {1 un subconjunto de R*™! y f : O — R™.
Entonces se dice que f satisface la condiciones de
Carathdodory sobre 2 si:

a) f(t,x) es medible en ¢ para cada x fijo;

b} f(t,x) es continua en X para cada t fijo;

¢) para cada compacto 7 €  existe una funcién
real integrable grr (t) tal que

i, x@E) <gu(t), V(t,x(t)el.

Un aspecto mateméatico bastante interesante es es-
tudiar la existencia y prolongacién de soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias en las condiciones de
Carathéodory.

El siguiente resultado nos recuerda cudndo podemos
garantizar la existencia de una solucién para el problema
(7). Para ello se necesita considerar el rectdngulo

R={{t,x) e R™! |t —to| < a, |x —xo| < b},
a b€ R, y entonces se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1 (Carathéodory). ([9],[10]). Sea f : R —
R™ una funcidn que satisface las condiciones de
Carathéodory sobre R. Entonces existe una solucidn
x (t) de {7) sobre algiin intervalo [t —y| < 8 (3 > 0).

Corolario 2. Si Q es un abierto en R™*! y f satisface
las condiciones de Carathéodory sobre 1, entonces el
problema (7} tiene solucién para cualquier {ty,xp) € §1.
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Sean x(t} una solucién del problema (7) sobre un in-
tervalo I y I C I;; entonces se dice que x(t) tiene una
prolongacidn hasta I si existe x;(t} tal que x;{t) es
una solucién de (7) sobre I; (¢} y x; (t) = x(¢) para todo
tel

El siguiente tecrema da las condiciones que garanti-
zan la prolongacién de la solucién.

Teorema 3. ([9],[10}). Sean © un abierto acotado
conexo en R™*! y f una funcién que satisface las dos
primeras condiciones de Carathéodory sobre ). Supon-
gamos que existe una funcidn integrable g(t) tal que
|f (£, x)] < g(t), Y{t,x) € 2, y sea v una solucidn de
(6) sobre el intervalo abierto (a,b). Entonces:

i) Existen ¢{a+0) = tlim+ e(t), pb-0) =
th’rgl_ @ (t).

i} Si (b, (b+0)) € © entonces p puede ser pro-
longada en (a,b + 6] para algin § > 0. Andloga-
mente para el punto a.

iii)  (t} puede ser prolongada en un intervalo (v, w)
tal que

(e (r+0)), (w,p(w+0)) €00

iv) Si f puede extenderse a la clausura ) de
0 de manera que la extensidn preserve las
propiedades de f, entonces v (t) puede ser pro-
Iongada a un intervalo [y,w] tal que

(v (1 +0)), (w,p(w-0)) €O

Corolario 4. Sea = [0,T] x [, donde 0 < T < o0 y
F={xeR": x| <b} para algiin b > 0, y sea f una
funcidn que satisface las condiciones del Teorema 3. Sea
@ (t) una solucién de

{x’ = f{t,x),

X(O) = Xo» ixﬁl <b

Supongamos que en cualquier intervalo I donde v (£)
estd definida, se tenga |p{t)| < G, paratodot € I, G
independiente de I y G < b. Entonces ¢ tiene una pro-
longacion en [0, T].

2.2. Solucién débil. Sirealizamos el producto entre
la ecuacién (1) por una funcién test v, entonces motiva-
dos por la integracién por partes entre 0 y T, podemos
dar la siguiente definicién de solucién débil de (1).

Definicién 5. Dado f = f; + f2, f; € L2 (0,T; X 71),
fo € LY(0,T; X), decimos que u es una solucién débil
del problema (1) con condicién inicial wg € X, si

ue L0, XY)nL>®(0,T;X), ue LM0,T; X ) +
LY0,T5X) y

T T
_f (u,v') dt+f ((w,v)} dt+
o 0
T T
+L (Bo(u’u),v> dtz‘/o (fl,v) dt
T
+ A (fQ,V) dt + (UOJV(O)) *

para todo v € C}H{[0,T};X)nC ([O,T] ;Xl), con
V(T) = Ov donde BO(“1 V) = B(u,v) + B1V + Bzv.

Teorema 6. Bajo las hipdtesis sobre B, B;, By y si
|B2ll; < 1, entonces para todo uy € X y para todo
f=f+6 fe L?(0,T;X7Y), f, € L}0,T; X), e
problema (1} tiene al menos una solucién débil en el
sentido de la Definicién 5. Ademds u es débilmente con-
tinua de 10,T) en X.

Demostracidn. El Teorema 6 generaliza el resultado de
existencia de [3]. En [3] se presenta una prueba del Teo-
rema 6 en el caso f; = 0, a través del método de Galerkin
y resultados de compacidad en espacios de Nikolski. Esto
ultimo para encontrar la convergencia fuerte de la suce-
sién de soluciones aproximadas, para la solucién del pro-
blema infinito dimensional. En nuestro caso, usaremos
resultados de compacidad que envuelven derivadas frac-
cionarias. Consideremos las aproximaciones de Galerkin

k
u(t) = ex(tywi,  keEN,
=1

donde los coeficientes ¢ son determinados de tal ma-

nera que u* es una solucién del problema de Cauchy
uf + Auf + PkBo('uk, llk) = Pif, (8)
Pyug = llk(O) = ug, (9)

siendo Py la proyeccién ortogonal asociada con el es
pacio vectorial cerrado Vi generado por {wy,...,Wi}.
Recordamos que como X! ¢ X C X~!, la proyeccién
sobre X ™! se define a través de la extensién de Friedrich

[6].
Nétese que (8) es equivalente con el sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de la forma
dg

S =clte)
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donde g = {¢1k,...,ckk) ¥ G = (G4, ...,Gi) tiene com-
ponentes
k
Gi(t,g) = —Xicix — »_(Brwi + Bawy, wideu
=1

k
~ 3 alfcumesn + (Ri(), wi) + (£2(2). W),
£,5=1

donde a ) € R. La condicién inicial (9) es
cie(0) = (ug,w;), i=1,...,k

I.a existencia de la solucién local del problema de
Cauchy (8)-(9) la garantiza el teorema de Carathéodory.

De hecho,sea D = [0,T]x B, B = {g € R* : |g| < b},
b >0, cix (0) € B, entonces, fijado g tenemos que

k k A
~AiCik — Z(B1Wt + Bawy, widcy — Z ag;)cfkcjk
=1 £,4=1

no depende de ¢t y (fy (£),v} + (f2 (¢), V), es medible en
t,t € [0,7], puesto que f € L2 (0, T; X ')+ L(0, T; X).
Consecuentemente G; (t,g), i = 1,...,k es medible en ¢
para cada g fijo.

Por otro lado, fijado t, la suma {f1 (t), v)+{f2 (1), v),
no depende de g y (Cik,....ckx) = € € RF —
ut = Zf=1 ciew; € (Vi,0) es continua, donde © es
la topologia fuerte,

k
e (Vi ©) — = Aiew — Z(BIWI + Bawy, Wi

{=1
- E an CekCik

£,j=1

es continua. Por lo tanto, G; (t,g), i = 1,...,k es con-

tinua en g para cada t fijo.
Finalmente, como g varia en B, existe cg > 0 tal que
k k
—AiCik— Z (Biwi+Bawy, wi)cp — Z a;ig)cekcjk <csg,
=1 £j=1
VeeB,i=1,...,k, de donde
G (t.g)l <ep +|(f (), wi)| +|(f2 ()}, wi)i =mu(t)

¥ (t,g) € D, siendo cada m; (t), i = 1, ..., k, integrable
en [0,T). Asi, por el Teorema de Carathéodory, existe
una solucién u* (t) definida en [0,T%), 0 < Tx < T.
Como veremos abajo, para cualquier intervalo I donde
u* (t) estd definida, tenemos que

lu*(¢)] < M, Vtel, M independiente de k.

Esto equivale a decir que |g|° = 35, & < M. Por lo
tanto, tomando B tal que VM < b, sigue del Corolario
4 que u* tiene prolongamiento hasta [0,7]. Asi, para
cada k, existe una solucién u* de (8)(9) definida en
[0,7].

2.2.1. Estimaciones a priori: Notese que el problema
(8)—(9) es equivalente a

(uf,v) + ((uF,v}) = {f1, v} + (f2,v) — (Bo(u¥, u*),v),
Vv e Vi, (10)
u*(0) = Pyug. (11)

Tomando v = u* en (10), obtenemos

1 d (f1,v) + (£, v) -

5 oW+t =

(Bo{(u*, u*), u*).

(12)
Observemos que las afirmaciones sobre los operadores
B, By, Ba, implican

(Bo(u®, u*), u¥) = (Byu*, u*),

— (Bau*, u*) + {f1,v) + (£, v)
< |Bau®|q|[u®l] + 1|1 |Ju|] + |£2][u¥}

£ 1
< 1Baaflu*l? + G620 + oo Il + faliu®.

Escogiendo ¢ = > 0, obtenemos

_
1—|[Balh
1
e=2(1- Bl - 3o} =1- |2all >0,

entonces, de (12) encontramos
d
prica R cllufl* < elfil2, + IR0(1 + [a*),
v asl
d
priths [u*?) + cl[u®|I? < elf)2, + Bl (L +|u* ). (13)
En particular, tenemos que
d
7+ lu®?) < elfa |2 -+ ifd(1 + 0¥ (14)
Multiplicando (14) por e~ fo I2()lds ohtenemos
d : ¢
E{e_fn a(s)lds () 4 |uk|2)} < gffy|2 e Jo B2 ()lds (15)
Integrando (15) de 0 a T', obtenemos

luk ()2 <1+ o +Cy [y Ifi(s)2,ds  (16)
+Cs 3 1Ba(s)1(L + |u*|2)ds.
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Consecuentemente, la desigualdad de Gronwall implica
que

{u*}k>1 es acotada en L=(0,T; X). (17)
Integrando (13) de 0 a t < T, obtenemos que
{uk}kzl es acotada en L2(0,T; XY). (18)

Consecuentemente, existe una subsucesion de {uk}kzl,
que la denotaremos de la misma forma {u*}x>1 y u €
L0, T, Xy N L>(0,T; X) tal que cuando k — oc, te-
nemos
u* — u débilmente — * en L™(0,T; X), (19)
u* — u débilmente en LZ(0,7;X*). (20)

Dada una funcién ¢ de R en X!, denotamos por ¢
su transformada de Fourier y la derivada en ¢ de orden
~ de ¢ es dada por la transformada inversa de (2int)” &,
esto es

DYg(t) = (2imt) ().
Como en [14], para ¥ > 0, definimos los espacios fun-
cionales
FRXLX ) ={pc LR X"):
DYge LR X1},
El espacio § (R; X, X~!) es un espacio de Hilbert con
la norma definida por:

”(b“sq(m X1,x-1) T ”qb“Lz(R ;X1 + !|l l'T LR X - 1)

Como puede ser visto en [14], si las inmersiones X! —
X — X~ son continuas, con X! — X compacta, para
cualquier conjunto acotado M y cualquier v > 0, la in-
mersion del conjunto

S RXLX Y ={peF (R;X,X1):

soporte de ¢ C M}
en el espacio L? (R; X), es compacta.

Para poder pasar al limite en (10})-(11) cuando & —
o0 y obtener una solucién u del problema (4), necesita-
mos fortalecer las convergencias de u® para u; en ver-
dad, necesitamos mostrar que existe una subsucesion de
{u*} (la cual también serd denotada por {u*}) tal que

u* — u fuertemente en LZ{0,7:X). (21)

Para esto, siguiendo las ideas de {14, si definimos ©* la
extensién por cero de las funciones u® y denotamos la
transformada de Fourier de a* por #i*, mostraremos que

G* pertenece a un conjunto acotado de F7(R; X', X 1)
(22)

para algiin v > 0, y asi, usando los resultados de com-
pacidad anteriormente mencionados, tenemos la conver-
gencia fuerte (21).

Para probar (22), observamos que la ecuacién (10)
puede ser escrita como

& (,v) = (@, v) + (2* (0),v) 8o — (u(T).v) br,

(23)

Yv € Vi, donde &y v &1 son distribuciones de Dirac en 0
y T, v G* es una extensién por cero fuera de [0,7], de

G* = f — Au* — By (u*, u*).

De (23) tenemos que
2ims (G°, v) = (G viH{uf, v)}H{u* (T), v)exp (-2inTs),

¥v € Vi siendo 6*,G* y las transformadas de Fourier
de U*, G*, respectivamente. Consecuentemente,

2ims |4 (s)|” = +(G* (s), 8" ()} + (uk, T (s))
— (u* (T), 0% (s)) exp (—2inT’s) . (24)
Como G* € L' (0,T; X~1), entonces

sup |G* () |1 <¢, V.
sER

De (24) deducimos que
I} 15* (5)]” < ¢||6* (s)]] (25)

Note que juf (0)] < cy juF (T)| < e
1
Fijemos v < 1 Observemos que

1+ s

2y
& ey %
o < e () o

Vs € R,

y usando (25), obtenemos
=] o |lk d
[ gi" | )i2 ds < €1 / “u—(s)h
+ep / o ()| ds. (26
—00

Coe 18|17
Usando la desigualdad de Schwarg, la identidad de Par-
seval y la consideracién v < i, podemos mostrar que las
dos integrales del lado derecho de (26) convergen.

- L ’
Consecuentemente, existe una subsucesion u® tal que

&

u® —u fuertemente en L% (0,T; X )y

como queriamos demostrar.
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2.2.2. Paso al limite. El proceso del paso al limite se
realiza de manera estdndar. De hecho, sear € C'([0,7])
una funcién con r{T) = 0, en (10) con v = r(t)w*, i < k;
tenemos entonces

(uk, wi)r(8) + ((u*, w))r(2) + (Bo(uk, u), wir(t)
= (£(t), w)r(t).

Integrando de 0 a T', obtenemos
T T
- / (u®(t), wi)r' (t)dt + / ((u®(2), w'))r(t)dt+
0 0
T .
+ [ (Boute), w0, wir ey
0

T
= [0 w1+ (6 (), W)+ (0, W (0)
’ (27)

Por la convergencia (19)-(21), cuando k£ — oo tenemos

/ (uk(8), wiir' () dt — — / (u(t), w)r' ()dt,
[ (v 8), whyr(t)de — f (u(t), w))r(t)dt
(u*(0), w)r(0) = (Peug, w')r{0) — (ug, w*)r(0).
Ahora mostraremos que cuando £ — oo
T .
[ Btk w0 wr )
T
- /0 (Bolu(t), u(t), wir(t)dt.

Pe hecho,

T
fo [(Bo(u¥ (£),u® (£)),w)r(£) — (Bo(u(t) (). w)r(D)dt
T
< j (B(u*(t), u¥ () — Blult), u(t)), w'r(t)dt
0 . |
+ f (Byub() — Buu(t), whr(t)ids
0

[ } Bguk(t Bgu

SCf |B(
0

whir(t)|dt

ub(t) — u(), u* ()l -or(t)at

T
+c f |B(u(t), u*(t) — u(t))| _ar(t)dt
0'.l"
te f B, (ub(2) — u(t)]2r(f)dt
OT
¢ / |Ba(uk (t) ~ u(t))|—or(t)dt

1/2
<z (/T k() — u(t)|2dt) -0,

Consecuentemente, tomando k& — oc en (27) tenemos
- / (u(t), W) (£)dt + f (), whr(t)dt
4] 1]
T .
+ ]0 By(u(#), u(t), w)r(t)dt
= (ug, w)r(0) + /0 (E(t), whir(t)dr. (28)

Como los elementos de C!([0, T); X)NC([0,T]; X!) son
limites de combinaciones lineales finitas de elementos de
la forma (- Yw?, la solucién débil es obtenida de (28). O

Observemos que el hecho de que B {(u) := B(u,u)
aplica X! sobre X~! y la afirmaci6én sobre B implican
que

1B (0)ll - < eoflull?;
ademés, si u € L*(0,7;X'), entonces B{u) €
L (0,7;X7Y).

Como B; : X! — X!, i = 1,2, entonces
B;u € L' (0,T; X!}, consecuentemente, tenemos u, €
L' (0,T; X~1) + L}0,T; X). Asiu e C(0,T];X1)
y la condicién inicial tiene sentido. Ademds, note que
como u € L>®(0,T; X) y es continua en [0, 7] con valo-
res en X !, debido al Lemma 1.4, Cap. 3 de [14] u es
débilmente continua con valores en X.

2.3. Condiciones para la unicidad. Presentare-
mos a continuacién un resultado que da condiciones que
garantizan la unicidad de la solucién débil de (1).

Teorema 7. Bajo las condiciones del Teorema 6, y si
los operadores B y DBy satisfacen las desigualdades

[(B(u,v),w)| < clul*?|[uji*/?|v]*/?||v||/2||w}29)
i(Bz(u), V)| < clal 23 |v V3 |v}| M2, (30)
donde ¢ es una constante independiente de u, vy w €

X1, entonces el problema (1) tiene una tnica solucidn
débil en cl sentido de la Definicién 5.
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Demostracién. Sean u, v dos soluciones débiles de (1)
y consideremos la diferencia w = u — v, Entonces w
satisface la ecuacién

w; + Aw = —Bi{(w) — By(w) — B(u, w) — B(v,w),
w(0) =0.
Multiplicando formalmente la ecuacién por w, tenemos

LA )P + WO = ~(Biw,w) — (Baw, w)—

2dt
(B(ll, w)aw) - (B(W,V),W)
= —(Byw,w) — (B(w, v}, w).

Usando las desigualdades (29)-(30) se tiene
|(Baw, w)| < clwl||wl| < ciw]? +nllwi]?,
[(B(w,v), w)| = {(B(w,w), V)| < c|wl|||will|vil
< eyl IVIPIwi? -l [w 2.

Considerando 1 = %, encontramos

-:;;I;;Iv‘f(t)l2 +[Iw{BI* < w1+ [IvEl®).

Integrando en el tiempo de 0 a ¢t < T, obtenemos

IW(if)i2+_/‘0 llw(r)|f?dr < C/o [w(r) (1 + v (r)][*)dr.

Usando el Lema de Gronwall y utilizando el hecho de
que v € L2(0,T; X!), tenemos que w = 0 y en conse-
cuencia u = v, O

3. Convergencia para las soluciones
estacionarias

Sean f € X! 4+ X y uy la solucién del problema
estacionario asociado con el problema (1), esto es, la
solucidn de

Au+ B(u,u) + Byu+ Beu =, (31)

donde A, B, B; y B» satisfacen las condiciones dadas
en la Seccidn 1.

Siguiendo [16] podemos demostrar que existe Uy €
X? desde que consideremos f =f; +f2, fy € X7, f €
Xy
Ifi|_, + |f2|

1—||Bef;

Sea w = u — u,.. Entonces

|| < (32)

Wi+ AW = — B (u, 1)+ B (U, Ue) —Biw—Baw. (33)

Multiplicando (33) por w tenemos,

d

S WP HIW® = B(w, e, W) ~ (Baw, w)
w1 (1Bl ool + 1 Ball,) -

1A

Por (32) obtenemos

d
= Iwi+iwll® (1~ B2ll)* = 1Bl (1, + 182} < 0.
La desigualdad de Gronwall implica que

w (&)* < [w (0)[*exp (~6t), para ¢ >0,
donde &= ((1=|1Ball,)? ~ 1Bl (fil_, +1£al))-

Esto significa que si Bs satisface

L= 1Bzlly > /1B, (6], + D)2,

entonces tenemos que |u (t} — Uy (¢)| — 0 exponencial-
mente cuando ¢ — oo para cada solucién u (t} de (1).

Con esto hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 8. Si1—[(Ball, > /B, (1fal_, + fal)?, en-
tonces el problema estacionario relacionado con el pro-
blema (1) tiene una inica solucién uy,. Por otra parte,

si u{t) es la solucién 1inica de (1), entonces
2
[u(t) — Uoo| < |up|” exp (—6t)

para todo t > 0. En particular, cuando t — oo, la solu-
cidn del problema no estacionario converge en la norma
de X a la solucidn iinica del problema estacionario.

4. Atractor global

En esta seccién probamos la existencia de un atractor
global para el semigrupo {5 ()}, asociado al sistema
(1), actuando sobre X. Este semigrupo es definido por
S(t): X — X para cada t > 0, donde S (£) up = u (#),
siendo u (£) la 1inica solucién débil del problema (1) con
condicién inicial vy, la cual es dada por los Teoremas
§ y 7. Consideramos que la fuerza externa f es inde-
pendiente del tiempo y que £(-) € X. Por otra parte,
suponemos que los operadores B, By y B3 satisfacen las
desigualdades

{1(B(u,v),w)| < clulV/2| Au[/2|lv | [wl,

34
u€ D{A),ve D(AY?),w e X, (39

|Bi(u,v)i <clu||v], para i=1,2, u,veX. (35)

Un atractor es un subconjunto A de un espacio de Ba-
nach X tal que:
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1. Es invariante, es decir S () A = A, para todo
t>0.

2. Existe una vecindad abierta V tal que, para to-
do uen V, S(t)u converge a A cuando t — oo,
es decir, dist (S (2} u, . A) — 0 cuando ¢ — oo.

Decimos que A atrae uniformemente el conjunto B si
para cada £ > 0 existe £, tal que, para t > ., S(t}B
estd incluido en la unidn de todos las bolas abiertas del
radio £ con centro en .A.

Decimos que A atrae conjuntos acotados si atrae uni-
formemente cada conjunto acotado en X.

Un atractor en X que es compacto y atrae conjuntos
acotados en X se llama un atractor global.

Decimos gue un conjunto B en X es absorbente si
para cada conjunto acotado By en X existe t; (Bo) tal
que, para todo t > t; (By), S(t) By C B.

Para un subconjunto B de X se define el conjunto
w-limite de B asi:

wB={Us®s

s>0t>s

El principal resultado de esta seccion lo da el siguien-
te teorema.

Teorema 9. Consideremos a f ¢ X y supongamos que
A, B, By, By son como en el Teorema 7, y qué ademas
B, B; satisfacen (34) y {35). Entonces existe un iinico
atractor global A para el semigrupo {S(t)},5, en X
asociado con el problema (1). El atractor A es limita-
do en X', compacto y conexo en X y atrae conjuntos
acotados en X.

Demostracion. Para demostrar este teorema utilizare-
mos el siguiente resultado.

Teorema 10. (Véase [13, p.p. 23].) Sea X un espacio de
Banach y {5 (t)},~o un semigrupo en X tal que para ca-
dat > 0 el operador S (t) sea continuo en X. Supdngase
también que existe un subconjunto absorbente acotado
B en X, y que los operadores S {t) son uniformemente
compactos parat grande. Entonces el conjunto w-lmite
de B, A = w{B), es un atractor compacto que atrae
subconjuntos acotados en X. Este subconjunto es el
atractor acotado maximal en X

Noétese que usando los mismos argumentos de las
acotaciones a priori, podemos ver que

d
7 10l 4 ke ul® < o 161, (36)

De (36), integrando de 0 a ¢ tenemos

u () + &y [0 ()12 ds < luol? + k2 [ 1€ (s) ds.

Asi, usando (36) y la desigualdad del Gronwall, obtene-
mos

i
ju ()] < e kst {|uo|2+sz0 ekt |f(s)|2ds}.

En consecuencia, como f € X,

u(0)? < ebot {Iuo|2 + ﬁ—z 12 (et — 1)} ,

de donde,

k
u (6} < e uof? + 22 £
3

para todo ¢ > 0, v asi,
] 2 _ k2 o2
Lmsup ju{t)|” < = |f]".
t—00 k3

Sea B (0, p) una bola en X centrada en cero y de radio
p>po,py = 2 |E . Entonces, para cada uy € X existe
to > 0 tal que

u(t) € B(0,p), paratodo t =t (37)

Por otra parte, para cualquier bola B {0,r) en X existe
to = to(r) tal que (37) se cumple para toda solucién
con dato inicial ug € B {{}, r). Esto prueba la existencia
de un subconjunto absorbente en X para el semigrupo

{S® o

Demostraremos ahora que los atractores globales
estdn contenidos en un subconjunto acotado de X!. Es-
ta propiedad se sigue de la existencia de un conjunto
absorbente acotado en X!. Para probar la existencia de
tal conjunto, obtenemos otras estimaciones de las solu-
ciones débiles y después aplicamos el Lema de Gronwall.

Sea a > 0 fijo. Tomando (36) ¢ integrando por partes
en el intervale (¢,¢ 4 «), con f € X, obtenemos

i+
s [ ()2 < g |62 + [u (B2

Supongamos que (37) se cumple para algin p > gg. En-
tonces obtenemos

t+a k‘ 2
/ () < a2 g2 4+ 2
t ky

= pf para todo ¢ > .
k1

(38)
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Usando (34)-(35) después de aplicar el producto escalar
entre (1) y Au, obtenemos

1d 2
o2 |42 + 4wl < [f]|Au] +|(B (u,u), Au)

+|(B1u, Au)| + |(Bzu, Au)|
< It jAu| + ¢ |AY2ui|Au? [u]*? + c; ul |Auj

1
< [£]1Au] + 2 |Aul* + cs lul* full* + ¢ [ul] {4u.

Por lo tanto,

1d 2,1 2 2 2 4 2

—— — <

237 1477u] 45 14u? < eal e lul® fu) e ul
< ealfl” + co (luf* fluf® + 1) ull?,

o equivalentemente,
d, .2 2
7 Tal® < g (@) ul)® + e,

donde g{(t) es una funcién localmente integrable. Si
t > to (de modo que |u(t)| < p), de (38) tenemos

t+o 2 .
f ) ds < 2.
t

Por el Lema de Gronwall, encontramos

@l < (24 - 1) exp ( / ) is)

para todo t > tp + a. Esta desigunaldad implica que el
operador S (¢) es uniformemente compacto para t sufi-
cientemente grande. 0

Observacién 11. En el caso general del Teorema 9,
cuando f depende del tiempo, podemos construir un
semigrupo asociado al problema no auténomo (1), pero
no en ¢l espacio fase de la condicién inicial. Debemos
trabajar en un espacio de fase extendido X x {f*}rer,
donde f(t) = £(t + k), y definimos la familia de opera-
dores {S(t) }s>0 por

S(t)(ug, g8) = (ug(t,0)ug,g'), t20, ge {ff}ner

Esta familia forma un semigrupo sobre el conjunto
X x {f*}ner. Aqui ug(t,7) es un proceso asociado al
problema (1).

5. Aplicaciones

En esta seccién haremos algunos comentarios sobre
aplicaciones de los resultadoes obtenidos en las secciones
anteriores a ciertos modelos particulares de ecuaciones
de evolucién.

5.1. Modele de fuidos micropolares. Como
una aplicacién de los teoremas dados anteriormente,
consideramos inicialmente el modelo de fluidos micro-
polares. La dindmica de un fluido micropolar, en estado
evolutivo, dentro de un dominio £ de R® se describe
mediante el siguiente sistema de ecuaciones de evolu-
cién (ver por ejemplo [7], [15], (5] y referencias citadas
alli).

w— v+ ) Au+t(u- Viu+Vp = 2. rot wigs,
w—gAw+ (- Vw8V divw+4di,w (39)
= 2v,rotu+gs,diva=0.

Las ecuaciones (39)1, {39)2 vy {39)3 describen las leyes
de moméntum lineal, moméntum angular y conservacién
de masa, respectivamente; en estas ecuaciones, u =
(u1(x), ua{x), us(x)), x € § representa la velocidad
del fluido, p € R3 la respectiva presién hidrostética y
w = (wi(x), wa(x), wsz(x)), x € Q la velocidad angular
de rotacién de las particulas. Adicionalmente, g1 v g2
representan campos de fuerzas externas; v,uv,,d,/3 son
constantes positivas que describen caracteristicas fisicas
del fluido (i es la usual viscosidad newtoniana del flui-
do, v, es la viscosidad de microrotacién, o y [ son cons-
tantes que dependen de nueva viscosidades relativas a
la. asimetria del tensor stress). La densidad del fluido
es considerada, sin pérdida de generalidad, igual a uno.
Asumimos que £} es un conjunto acotado de R? con fron-
tera suave 0L2. Consideramos las condiciones de frontera
u =0, w = 0 sobre 8. Observamos aqui que, para
nuestro estudio, podemos suponer el caso de condiciones
de frontera no nulas pero suficientemente regulares, de
modo que podamos aplicar el Teorema de la traza en un
espacios de Séholev y llevar el problema no homogéneo a
un problema con condiciones de frontera nulas. Notemos
que si el pardmetro v, es cero, el sistema (39) se reduce
al sistema cldsico de las ecuaciones de Navier-Stokes, y
el campo de velocidad angular u se torna independiente
del campo de velocidad de microrrotacién w. Para ver
detalles sobre la deduccidn fisica del modelo (39) invi-
tamos al lector a consultar la referencia [2}.

Denotamos con X el espacio de Hilbert H x L2(€})3,
donde H es la clausura en la norma L?(£2)? del conjunto

V= {ue C5(N) : divu = 0}.
La norma en X serd denotada por |- .
Introducimos ahora los siguientes operadores:

A(U) = (~(v+v)PAuy, ~cAw; — 3Vdivw;)
(A1ug, Aawq),

Iil
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B(U,V) = (P((u; V)ug),(u-V)ws),
B{(U} = (0,0),
By(U) = (—2vrrotwy,—2uprot up + 4wy},
para U = (u;, wy) € D(A), V = (uz,wz) € D(A). El

operador P denota la proyeccién ortogonal de L?(Q2)3
sobre el subespacio H; el operador —PA es el bien cono-
cido operador de Stokes; €l operador A es auto-adjunto,
positivo, con dominio

D(4) = (W2HQ) nV) x (W22(0)° n W32 ()3),

donde W22(Q2) y Wy-3(0) son los espacios de Sébolev
usuales, y V es la clausura de V en la norma de W(}‘2(Q);
V puede ser caracterizado por V = {u € W, %(Q)® :
diva = 0} (vea por ejemplo [13]). Denotamos X* =

(Aa/z) y Xt = D(Aaﬂ), i=1,2. Observemos que
D(Aa/2)

Con estas notaciones, el sistema (39) toma la forma
(1) con f = (g1, 82)-

Podemos verificar que los operadores A, I3, B y Bz
satisfacen las condiciones descritas en la Seccidn 1.

Notemos en particular que (P{{uy - Vug),uz) =0y
((uy - V)wa),wa) =0, y asi (B{u,v),v) =0 para todo
uveXxt,

Observemos que

f rotw - udr = / wrot udz, {40}
Q Q
¥ que para, cualesquiera w € W12(Q), u eV,

Jolrotw|?dz = [, [Vw|?dz y
fo lrotul?de = f, [Vu|?dz.

De (40), (41) ¥ la desigualdad de Schwartz concluimos
que

(41)

du {rot w,u) < dv, w2 + 1 |Jul?

Ahora, por la desigualdad de Poincaré

[u] < paratodo ueV,

)
Vi
donde A; > 0 es el primer autovalor del operador de
Stokes, y obtenemos la acotacion

(81,u) < \/—Igll i £ i81|21 + vilull®.

Consecuentemente,

AP+ ) I < 4o O+ 11 ()
(42

Similarmente,

d
~|w(

SIWOR + (60 + WO + v w(e)?

< vludif’ + ———=<IR()%,. (43)

(Ca +€a)A
De {42) y (43} obtenemos

£ (u@OF + W) + e (@I + iw)?)
<o (Ifi(8)2, + IEa()12,),

que equivale a la desigualdad (13). En consecuencia, se
obtiene la existencia de solucién débil dada por el Teore-
ma 6. Las condiciones de los Teoremas 7, 8 y 9 también
se verifican. Omitimos aqui los detalles.

Observacion 12. En el andlisis anterior sobre el mo-
delo (39), por simplicidad en la notacién, hemos con-
siderado f € L%0,7;X1); sin embargo, los resul-
tados son wvalidos si consideramos f = f; + f5, con

= (gi,gl), f2 = (g?,g2), donde 1 € L2(0, T3 X 1)
y fi € L}(0,T; X) conforme al Teorema. 6.

5.2, Ecuaciones de evolucién de Navier-Stokes.
Como otra aplicacién de los Teoremas 6, 7, 8 y 9, con-
sideramos las ecuaciones clasica de Navier-Stokes en es-
tado evolutivo:
w —vAu+(u-Viu+Vp = g, enfl,
{ divae = 0, en Q,
n = ¢, sobre Jf,
(44)
donde g € H,¢ € W13/2(9Q) (el espacio de las fun-
ciones traza en W1?(2))% con [, ¢-nds = 0, n siendo
la normal exterior sobre J52). Notemos que si conside-
ramos ¢ € W13/2(5()), para todo § > 0 existe una
extensién G de ¢, con G € W2%(2), divg =0, G = ¢
sobre 912, tal que para todou € V,
(u-VG,u)| £ §ldflwreraem Vui,

IGllw2ziy < CO)||Dllwrarzia0)-
Sea U = u — G y definamos

AU = -vPAU,
BUU) = PUU-VIU)
f = g+vAG-— (G V)G
BU = P((U-V)G)+P((G-V)U),
BWU = 0.

Usamos la notacién P para indicar el operador proyec-
cién P : L3(f}) — H. Con estas notaciones, obtenemos
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para el problema (44) la ecuacién abstracta
U+ AU + B(U,U) + BLU + BU =T,

y sobre esta ecuacidn aplicamos los resultados estudia-
dos en las secciones anteriores.

5.3. Otros modelos. Existen otros modelos de la
hidrodindmica que pueden llevarse a la forma (1).
A continuacidén mencionamos dos de ellos: el modelo
de la ecuaciones de Boussinesq y el sistema de flui-
dos magneto-micropolares. A continuacion haremos una
breve descripcidn de dichos modelos.

|

Ou _

ot

a0

5.3.1. Ecuaciones de DBoussinesq. Consideremos un
fluido viscoso dentro de un dominio @ de R™, n > 2.
Las ecuaciones de Boussinesq para conveccién, en el ca-
so evolutivo, describen la evolucién de la temperatura
v el campo de velocidad de un fluido newtoniano vis-
coso incompresible. Debido a la aproximacién de Boussi-
nesq (Chandrasekhar [1}), variaciones de la densidad
pueden ser ignoradas excepto en el término gravita-
cional, en el gue tales variaciones pueden ser asumidas
como proporcionales a las variaciones de temperatura.
Entonces, en forma adimensional, la relacién entre el
campo de velocidad u(x,t) € R”, la presion p(z,f) € R
v la temperatura 6(x,t) € R, puede ser descrita por el
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

1
vAu+(ua- V)u+EVp=!39g+ i, zeQdx(0,7),
diva=0, € 2x(0.7T),

(45)

— —xAf+{u-V)8=f, e x{(0,T),

ot

donde g representa el campo gravitacional en z, f la
referencia de temperatura y f; otra fuerza externa que
actiia en el sistema; p, v, § ¥ ¥ son constantes fisicas po-
sitivas que representan, respectivamente, la densidad, la
viscosidad cinematica, el coeficiente de expansion de vo-
lumen y la conductancia térmica. La ecuacion (45); re-
presenta la ley de conservacion de momento, la ecuacién
(45} indica la incompresibilidad del fluido y la ecuacién
(45)3 representa la ecuacién de evolucidn para la tem-

peratura. Esta ecuacién se completa debidamente con
i

donde ? es un dominio en R® y u, 7 y w repre-
sentan, respectivamente, la velocidad angular, la pre-
sidn y la velocidad microrrotacional de las particulas,
B = (B, By, B;) es la densidad del flujo magnético y
n es el vector normal unitario sobre @€1; las constan-
tes x, ¥, #, ¥, ¢, @ y 3 son positivas y representan las
caracteristicas fisicas del fluido; en particular, g > 0 es

las respectivas condiciones iniciales y de frontera. El mo-
delo estacionario asociado es considerado en {17} y refe-
rencias alli citadas.

5.8.2. Sistemas de fluidos magneto-micropolares.
Consideraremos el sistema de fluidos magneto-
micropolares sobre §2 [7]. Este sistema es acoplado entre
el sistema de fluidos micropolares (39), con la fuerza de
Lorentz, ecuaciones de Maxwell y ley de Ohm, y viene
dado por el siguiente problema de valor inicial y de
frontera:

( 1

ut—(u+x)Au+u-Vu+V1r+;erotB:xrotw, en Qx(0,7T),
wi — 7AW+ u-Vw +2xw — (a+ F)Vdivw = xrotu, en @ x (0,T7),

ﬁ B + 1 rotrot B — rot(u x B) = 0, en Qx (0,7}, (46)

ou

divu =0, divi =0, en x(0,7),
u=0, w=0, n-B=0 rotBxn=0, sobre 30 x (0,T),

| w{z,0) =uws, w(z,0)=wqg, B{z,0) = By, en £,

la permeabilidad y ¢ > 0 es la conductividad del fluido!
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